Az elmélkedéknek

ELOSZO A MAGYAR KIADASHOZ

Nagy 6romoémre szolgal, hogy ez az irdsom gyonyord
anyanyelviinkén is megjelenik. Ennek egyik oka, hogy a
témaval kapcsolatos érdekldésem még otthoni kozép-
iskolas koromban kezd6doétt, tobb mint négy évtized-
del ezel6tt. Mdsrészt remélem, hogy a magyar olvasék
is érdekesnek és sejtelmesnek tartjak a hdrmas szam
befolyasat élettunkre.

Koszonetem fejezem ki Pieke Andrednak a remek
forditasért, amely teljes hiiséggel és remekdl olvasha-
téan fejezi ki a matematikai finomsédgokat is, ami meg-
lehetésen nehéz forditdi feladat.

Halaval tartozom Jeney Attilanak — akivel egyiitt
koptattuk a fent emlitett kozépiskolai padokat — az dbrak
feljavitdsdért a magyar kiadas részére, ami jelentésen
hozzajarult a konyv minéségéhez.

Komzsik Lajos



AFORDITO AJANLASA

Ajanlom a kényvet mindenkinek, de kiilonosen azok-
nak, akik az iskolapadban sandéan tekintettek a mate-
matikara, ugy érezték, hogy ez szamukra érdektelen,
és nem értették, mindez mire vald.

Oriilok, hogy ez a konyv talan kozelebb hozza, ne-
tan megszeretteti veliik is a matematikat. Nagy hianyt
érzek a matematika tanarok képzésében is, mert ke-
vés sz6 esik a matematika torténetétdl, és altaldban a
tudomanytorténetrol.

Az emberi gondolkodas fejlédése legalabb akkora
kaland, mint Amerika felfedezése, vagy a Déli-sark meg-
héditdsa. Mégis érdemteleniil keveset tudunk azokrél a
hésokrél, akik megalkottak mai modern tudomanyunk
alapjait. Olvasva ezt a kényvet, egy 1épéssel kozelebb
juthatunk ahhoz, hogy ez ne igy legyen.

Pieke Andrea



ELOSZO

Egy vélhetSen végtelen vildgegyetem kicsi, véges részén
éliink, és régdta megigéznek benniinket bizonyos sza-
mok, amelyek a tobbi szamnal szorosabb kapcsolatba
hozhaték az univerzummal. A mindenség és a legegy-
szer(bb, szerény hdrmas szam kozott latszik a legmé-
lyebb 6sszefiiggés.

Bar a harmas szamhoz egyszerid szamlalassal el-
juthatunk, kiilénos a kapcsolata sok olyan egyetemes
jelenséggel, amely felkelti az ember kivincsisdgat.
Ez megmagyarazhatja, hogy a mindennapokban sok-
szor haszndljuk, és hogy elbiivoli az embereket akkor
is, ha a valésagos okok rejtve maradnak.

A konyv a harmas szam el6fordulésait tekinti 4t
régészeti leletek és vallasi szimbdélumokkal kezdve a
biolégiai és fizikai megjelenésekkel befejezve. Azonban
alegnagyobb hangsulyt a szam kalénb6z6 matemati-
kai szerepeire helyezziik, egyrészt mint geometriai és
aritmetikai épit6ko, masrészt mint a végtelenbe vezet
ut kapuja, illetve kapusa.

Ajanljuk a konyvet minden korosztélynak, didkok-

nak és felnétteknek, akiket érdekel a térténelem és



a matematika. A matematikai fejtegetéseket a lehet6
legegyszertibben tirgyaljuk, hogy kozépiskolai vég-

zettséggel is élvezhetd legyen.



1. fejezet

TRILITONOK ES TRIPTERONOK

Ahdarmas szam legels6 régészeti megnyilvanuldsai talan
azok az 6si kéemlékek, melyek harom részbél dllnak:
két nagy all6 kéoszlopon keresztbefektetve egy harma-
dik kélap. A régészek szamos helyszinen soroljak az 6si

épitészeti maradvanyokat ebbe a csoportba.

Ilyen leletek taldlhaték Maltan tobb templomépulet
teriiletén, vagy az egyiptomi Kiralyok Vélgyében feltart
templomok kozott. Ezekben az esetekben a haromtagt
ké-egyiittesek szerepe kizdrélag ajto, vagy bejarat le-
hetett. Egy mdsik ismert el6forduldsa Maui szigetén

(Hawaii) a kirdlyi kertek kapuja.

A stonehenge-i k6csoport a legérdekesebb, egy har-
mas kéemlék az 1.1. dbran lathaté. Mintegy 4500 évesre
dataljik és rejtély, hogy hogyan épitették. Legtbbszor
nem a kozelben talalhaté koveket hasznaltak fel, ha-
nem messzirdl széllitottak az épitéanyagot a helyszinre.
A régészek hevesen vitdznak a lehetséges szallitéeszko-

z0krol, de alegnagyobb titok maga az épitkezés.



Alegtobb ké tul nagy ahhoz, hogy kézzel, vagy bar-
milyen leleményes, de emberi erével miitkodtetett esz-
kozzel megmozditsak. Stonehenge kéemlékei 20-24
lab magasak (6-7,3 m), a stulyuk 50 tonna koéruli. Az
a mddszer elfogadhaté, hogy a két fuggbleges kének
godrot astak a foldbe, azonban a koveket a helytkre
beemelni ma is heroikus teljesitmény. A piramisok
épitéséhez hasonlé valédi titok, hogyan helyezték
aharmadik kovet a két 4116 ké tetejére. A f61dbél emelt

rampakat — de csak jobb magyarazat hijan — kényszert

megoldasnak tekintik.

1.1. abra Stonehenge Triliton
Vitatott az épitési méd, de még taldnyosabb, és a

torténészek hevesen vitatkoznak azon, hogy milyen

célra szolgalt. Nyilvanvald, hogy Stonehenge kéemlékei
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nem kapubejarat szerepét toltotték be. A két fuggéle-
ges oszlop olyan kozel all egymashoz, hogy lehetetlen
athaladni kozottik. Masrészt, ha valaki a kécsoport
kozepén 4all, bizonyos irdnyba tekintve kilénleges lat-
vanyban lesz része. A téli és a nyari napfordulé idején
Stonehenge t6bb harmas kécsoportjan at a napfelkelte
és a naplemente lithatd, ezért a legnépszertibb nézet
szerint Stonehenge az akkori emberek csillagaszati is-

meretein alapuld naptir-szerkezet.

Sok mas feltevés islétezik. Az egyik szerint Stonehenge
mds csillagrendszerbél érkez6 f6ldon-kiviili jovevények
célpontja lehetett. Stonehenge korkoros elrendezési 6t
kéharmasa volt az idegen tirhajo leszalldhelye. A kiilsé
kor, amely csak oszlopokbdl épiil fel, és nincsenek viz-
szintesen keresztbefekvé kélapok, a rakéta meghajté

kipufogdsat oszlathatta szét.

Masok ugy vélik, hogy a kécsoport valamiféle ener-
gia-generator, vagy gyUjtéberendezés. Nem tul sok
fantézia kell hozza, hogy a fiiggéleges oszlopok kozé
optikai lencséket képzeljink, amelyek a kézéppontba
fékuszaljak a napsugarakat. Az iskolai fizikadrdn mind-
annyian lattuk azt a kisérletet, amikor a fékuszalt
fény elegend6 hét termel — legaldbbis egy papirdarab
meggyulladdsihoz.

Stonehenge szerepének targyaldsaval nem az a cé-
lunk, hogy 4j hipotéziseket dllitsunk fel, csak azt a tényt
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szeretnénk leszgezni, hogy az 6si emberek rendkivili
nehézségek aran hoztak létre harom, — nem ketté vagy
négy, hanem harom — k6tombbdl all6 killonleges épit-
ményeket. Barmi volt az inditékuk, ma is csodélattal
tolt el benniinket, hogy harom kétémbét hasznaltak fel.

A harom részbdl emelt épitészeti alkotdsok Gsi
régészeti el6forduldsa a Zeusz-szentély Athénban,
amelyet az els6 gorog uralkodd, Deucalion épittetett.
Idészamitdsunk el6tt 515-ben kezd6dott a templom
épitése, de hamarosan abbamaradt. Csaki.e. 175-ben
fejezték be, IV. Antioch, szir kirdly segitségével. A korin-
tuszi stilusban alkoté rémai épitész Cassutius volt
(a korszak hirom meghatarozé oszlopstilusa a dér, az

ién, és a korintuszi).

Ez a templom 110 méteres hosszisigival, amely
joval meghaladja egy futballpalya hosszat, és 44 méte-
res szélességével az 6kori vilag egyik legnagyobb épit-
ménye. A templom hdrom oszlopsora, melynek neve
Tripteron, az 1.2. 4bran tekinthet8 meg. A kozéppont-
ban allt a hatalmas, aranybdl és elefantcsontbdl készult
Zeusz-szobor, valamint Hadrianus csadszar szobra, akit

Zeuszhoz hasonldan istenként tiszteltek.

Modern statikai és épitészeti megfontolasokkal ma-
gyarazhat6, hogy miért harom oszlopsort épitettek, de
vajon nem volt-e mélyebb, isteni oka. A templomot az 5.

szdzadban érte az els6 komoly rongalédas, és a késébbi
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szazadok természeti csapasai, valamint az ember te-
vékenysége tovabb pusztitotta. Végul 1852-ben egy
foldrengés az eredetileg 104 oszlopb6l megmaradt 16
oszlop egyikét is ledontétte. Ez a foldén fekvo oszlop
ma is lathato.

1.2. dbra Tripteron az athéni Zeusz-templomban

Hérom részre felosztani, vagy harom részbdl felépi-
teni valamit — egyrészt matematikai masrészt filozofiai
fogalom: ez a trichot6mia. A matematikaban klasszikus
trichotémia, hogy két szam (a és b) k6z6tt harom lehet-
séges relaci6 allhat fenn: a < b, a=b ésa > b. Gyakran
hasznaljuk az x < y < z hdrmas alakot is, amely harom

mennyiség kozotti trichotém kapcsolatot jeleniti meg.
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A matematikdban, ahogy latni fogjuk, igen sokszor for-
dul el6 a hdrmas szam.

A filozéfiai gyokerek Arisztotelész gorog filozéfusig
vezethet6k vissza. Az i.e. 4. szidzadban élt, Thesszalonoki-
hez kozel sziiletett. Beutazta a gorog tertleteket, majd
felkérték, legyen Nagy Sandor neveldje. Késébb vissza-
tért Athénba és megirta értekezéseit, amelyek mdig
fennmaradtak. Tanulmanyai és irdsai csillagaszati, fi-
zikai, foldrajzi, filoz6fiai, etikai, politikai témakéoroket

o6lelnek fel, egyszéval polihisztor volt.

Egyik miivében a szépség harom nélkulozhetet-
len 6sszetevGjérdl ir, ezek: a teljesség, a kisugdrzas és
a harmoénia. A fogalmak jelentésarnyalatai kilonféle
értelmezéseket hoztak létre, de az nem valtozott, hogy
harman vannak. Arisztotelész a személy trichotémigjat
is megallapitotta: egység, igazsag és josag, ujabb értel-
mezésre varé fogalom-harmas.

Az 6kori nézet szerint a harom alapvet6 elem: a
fold, a viz és a tliz. A f5ld az élet forrdsa, bizonyos fajta
teremtd. A viz minden élet fenntartéja a Foldon. Végiil
a tliz minden f6ldi és é16 alany megsemmisitéje. Ez a
vallasi trichotémiak alapja, igy keletkeztek a kulonféle
isten-haromsagok.

Trimurti indiai istennek példaul hirom feje van,

ezéltal nyilvanul meg a sziiletés, élet és haldl harom
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fazisa Brahma, Visnu és Siva személyében. Az 1.3.
abran lathat6 egy 6si faragvany, melyet sokan Hindu
Héromsagnak neveznek. Kénnyen félfedezhet6 a fold-
sziletés, viz-élet és tiiz-haldl megfelelés.

Aleggyakoribb értelmezés szerint kozépen Visnu az
életet, két oldalan Brahma és Siva a sziiletést és a halalt
jeleniti meg. Az id6k folyaman az isten-harmasbél harom
kiil6nall6 isten lett, és mig Brahma tisztelete megsziint,
Visnu és Siva kovetdit ma is megtaldljuk.

1.3. abra A Trimurti
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Tovébb folytat6dik a trichotémia: Visnu, az élet is-
tene harom inkarnaciéban, Krisna, Rama és Narajana

személyében sziiletett Gjja.

Babilonban is harmas istenség létezett: Anu, Enlil
és Enki, de isten legnevezetesebb harmas megjele-
nése a kereszténységbeni Szenthdromsag: Atya, Fit és
Szentlélek. E hitrendszer az ember trichotémidjanak
filozéfiai felfogasdhoz kapcsolédik: mindannyian test,
elme és lélek vagyunk.

Néhany tudds erésen vitatja ezt a trichotémiat,
és a kettds felosztas elvét, a dichotémiat tamogatja,
mely szerint csak test és elme létezik. Ennek oka,
hogy a keresztény Szenthdromsdagbdl a Szentlélek a
legkevésbé érthetd és elfogadhaté. Valészintileg azért,
mert nehezen tudunk kulénbséget tenni a lelkiink és

az elménk kozott.

Masrészt vannak, akik ragaszkodnak a harmas
felosztdshoz abban a hitben, hogy a Szenthiaromsag
tulajdonképpen harom istent jelent. Mellékesen a leg-
tobb keresztény oltarfestmény triptichon, azaz harom
részbél all. A Szenthiaromsag masodik tagja Jézus,
akirél még a nem-hivék is széles korben elfogadjik,
hogy él6 ember volt, és ez mar nem vitatéma. Eletét és
tanitasait az Ujszovetségben részletesen leirték, és a
személyéhez kéthet6 néhany esemény régészeti meg-

erdsitést nyert.
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Géspar, Menyhért és Boldizsar a harom bélcs kiraly
torténete elézi meg Jézus sziletését: hdrman voltak — és
nem ketten vagy négyen — akik kovették a betlehemi
csillagot. A bélesekr6l sz616 elbeszélés nem a Biblidban
jelenik meg el6szor, utalasok talalhatdk rd mér id8szami-
tasunk elsé éveiben. Feltételezhetéen Keletrdl érkeztek,
Arabiabdl és kulonféle ajandékokat hoztak magukkal.
Akar valésagos személyek voltak, akar képzeletbeliek,
fontos, hogy harman voltak, és a kardcsonyi ajandéko-

z4s gyonyorid szokdsit hagyomanyoztak rank.

Aharmas szdmnak sok tovabbi jelentds eléforduldsa
fedezhetd fel a keresztény kultirdban. A Satdn harom-
szor kisértette meg Jézust, Péter hdromszor tagadta meg
6t, harom embert feszitettek keresztre azon a végzetes
napon, és harom nappal késébb tértént a feltdmadas.
Harom szoggel feszitették keresztre Jézust, aki ekkor
33 éves volt. Azutan a harom keresztényi erény: hit,

remény és szeretet, Gjra és Gjra hdrom.

Folytatva a gondolatmenetet, Istennek harom pré-
fétaja: Mozes, Jézus és Mohamed hagyta rank a zsido,
a keresztény és az iszlam vallast, napjaink harom vilag-
valldsat. Altaldnossagban elmondhaté, hogy az 6riasi
kulonbségek ellenére egységesek abban, hogy egyetlen

istent imadnak.

A muszlimok hadrom szent varosa Mekka, Medina

és Jeruzsalem, ez utébbit a masik két vallas hivei, a

17



zsidok és a keresztények is éppolyan szentnek tekintik.
Az a tény, hogy Jeruzsdlem ma a zsid6 dllam tertiletén
fekszik, nagyban hozzajarul a Kézel-Kelet politikai in-
stabilitdsdhoz. Mivel mindhdrom — néha dbrahaminak
nevezett — vallas eredete foldrajzilag évezredek 6ta eh-
hez a tertilethez kothetd, nagyon valészintitlen, hogy

hamarosan megoldédik a kérdés.

Végil tekintsiik 4t, hol jelenik meg a harmas szdm
az 6kori mitolégidban és torténelemben. A gérog mi-
tolégia gyakran utal a harom gréiciara, akik feltehe-
t6en Zeusz lanyai, habar a killonb6z6 forrasokban
némi eltérés talalhatd. Ezek a gyonyord fiatal nék a
béjt, a szépséget és a kreativitast testesitik meg, ahogy
a modern gondolkoddsban az eszességet, a szépséget
és az egyéniséget. Szamos kozépkori festmény és szo-
bor ihletéi voltak, mivel a miivészek rajongtak értiik.
Az 1.4. 4bran Boticello Primavera (Tavasz) cim fest-

ményének egy részlete lathaté a gracidk abrazoldsaval.

A torténelemben is megtalalhaté a hdrmassag. A ré-
mai korbdl a triumviratus intézményét emlithetjuk.
Ilyen, harom uralkodébél 4116 csoportot elészor Julius
Caesar hozott létre i. e. 60 koril. A triumvirdtusban
Caesar tdrsai Marcus Crassus és Pompeius Magnus
voltak. A sors kegyetlensége folytan kett6t (Pompeiust
és Caesart) meggyilkoltak, Crassus pedig a harcmezén
esett el, azonban a harmas uralkodéds fogalma mdig
fennmaradt.
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Olyan nagyszamu toérténelmi utalas lelhetd fel,
hogy lehetetlen mindet felsorolni egy olyan kényvben,
mely nem a szam térténelmi, hanem a matematikaban
betoltott szerepére fokuszal. Az a tény, hogy a torténe-
lem ontja rdnk a hdrmas szimmal 6sszefiiggé eseteket,
egy mélyebb okot feltételez, amit érdemes alaposabban

megvizsgalni.

1.4. 4bra A hirom Gracia
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2. fejezet

EGY,KETTO,HAROM
ES A SZAMLALAS

Most tekintsiik végig azt az utat, amelyen az ember
eljutott a hdrmas szamhoz.

Nem tudjuk, hogyan mertlt fel el6sz6r az emberi
gondolkodasban a szdmol4s, de nagyon valészind, hogy
a toérténelem el6tti id6kben megjelent. A szamolashoz
bizonyos ismétl6dé egységek felhasznalasa sziikséges,
és az 6skori ember megfigyelhette a napok véltakozasat,
a hold-folkelte ismétl6dését az éjszakai égen, nagyobb
léptékben pedig az évszakok és az évek valtakozdsit.
Kezdetben, mondjuk tizezer éve, papok, simanok és
gyogyit6 emberek privilégiuma lehetett a szamok fo-
galmanak megértése. Azonban hamarosan mindenki
megtanult kiillonbséget tenni a sajat, és mas torzsekben
é16 emberek szama kozott, vagy képes volt az élelmet

biztosité zsdkmanyallatok mennyiségét meghatdrozni.

A harmas szamhoz vezet§ ut tehat elég lassu volt.
Néhény 6si tadrsadalomban az emberi szdmolas hajnalan
az els6 szamok: egy, kett8, sok. Még a mult szazadban
is az afrikai hottentotta torzs csak hdromig szamolt, a
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harmat kovette a sok. Néhany ezer éven at a harmas
sz4m jelentette a sokasdghoz vezetd hatart! De azutdn
a zsilip megnyilt és az emberiség valéban szamolni kez-
dett a — mai nevén — természetes szamokkal, egy, kettd,

harom, négy és igy tovabb a végtelenségig.

Az 6kori Kindban mar ismerték az aritmetika tudo-
manyéat. Az §sszeadashoz szamol6tablakat hasznaltak,
s6t két kiilonbo6z6 szind, fekete és piros palcikakat al-
kalmaztak, ahol pirossal jelslték a feketéb6l kivonandé
palcikakat. Ezért a piros péalcikdk a negativ szdmok
6seinek tekinthetdk. A kivonast ugy hajtottdk végre,
hogy annyi fekete palcikat vettek el, ahdny piros volt
az alattalevd sorban, és abban az esetben, ha nagyobb
szamot kellett kivonni egy kisebb szdmbdl, a megfelels

atvitelt is ismerték.

A kovetkez6 logikai igény a szamok ,leirdsa” volt.
Akinaiak és a sumérok kényvelést vezettek a mérhetd
javakrdl, feljegyezték példaul a csaszar dgyasainak sza-
mat, vagy hogy hany véka gabona van raktaron. A sza-
mok pontos térténetét ebben az id6szakban azért nehéz
nyomon kovetni, mert az irdshoz felhaszndlt anyagok ele-
nyésztek. A papirusz és az agyagtabla, amelyet e kultardk

alkalmaztak, széls6séges koriilményeknek nem 4ll ellen.
Biztosan a rovid vonalkak egyszeri lejegyzésé-

bél — amely vildgosan utal arra, hogy fapélcikdkkal
szamoltak — fejldott ki a mai értelemben vett szamiras
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ama hasznélatos arab szamokkal. Az egyiptomiak az
L1111, stb. jeleket haszn4ltdk, és bizonyos poziciés,
illetve ismétl6d6é mintakkal ennél tobbet is kifejez-
tek. Az egyetlen palcikatdl eltér szimbdlum n, amely
a tizet jelolte. A babiloni ékiras jelei hasonléak, de a
pélcika fent vastagabb, amely az ékiras lentrdl felfelé
haladé technikéjara utal. Val6jdban a hdrmas szdm
formajarol kialakitott egyik hipotézis szerint az ék-
irdsnal az irdeszkoz alakja miatt a hdrom vonas felsé
részei érintették egymadst, és ezt a rajzolatot késébb

elforgattak.

A majaszdmirasa .,., ... -tal kezd6dik, egészen otig,
melynek jele -. A nagyobb szamokat 6k is ismétléssel
és pozicionalassal fejezték ki. A kinaiak az -, =, = utan
killonbozé jelekre tértek 4t, taldn ellentétben a szdmo-
lassal, a szimbolizmus elsé megjelenése. A gorogok az
abécé betiiivel fejezték ki a szamokat, és mint ismere-
tes, a rémai szamok az egyiptomi jelek kiterjesztésébdl
keletkeztek: bevezették a V (6t), X (tiz), C (szaz) stb.
specidlis szimbdélumokat.

Ezekben az §si jelolésrendszerekben legtobbszor a
harom volt a legutolsé megkiilonbéztetett ,,szamlalasi”
jel, ezutdn Gjra az el6z6 szimbdlumokat alkalmaztak.
Alegtobb 6si és modern jel6lésben a haromtdl kezdé-
déen kilonféle szimbélumokat hasznalnak, specidlis
pozicionalast és ismétlédést, amely arra utal, hogy e

szint f6l6tt valamilyen szabélyra van sziikség.
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Ezt a szabalyt, a helyiérték-rendszert valdsziniileg
négyezer évvel ezel6tt a kinaiak talaltak fel. Abban az
idében keletkezett, amikor a szamolast a mar emlitett,
tablara elhelyezett fapdlcikdk segitségével végezték.
A szamolotablara dobozokat tettek, a dobozokba kii-
16nb62z6 szamu (maximum 5) palcikat helyeztek, ennek
segitségével egy dobozban egytdl kilencig barmilyen
szam definiciéja lehetségessé valt. Az els6 négy pélcika
fuggélegesen 4llt, az 6tot egy vizszintes pélca jeldlte, és
igy tovabb egészen kilencig, melynek alakja ITII. A dobo-
zok elhelyezkedése mutatta a helyi-értéket. Ha a tablan
harom doboz volt, az els6 doboz felelt meg a szizas, a
masodik a tizes és a legutolsé az egyes helyi-értéknek.
A tdblan az egy sorban 1év6, jobbra igazitott dobozok
olyan altaldnos definiciét tettek lehet6vé, hogy a tobb
sorban elhelyezett dobozokat tartalmazé tablakbél

hatékony 6sszeaddsi eszkoz keletkezett.

A helyiérték-rendszert a sumérok is feltalaltak, az
utdnuk kovetkezé babiloniak pedig megérizték. Atvették
ahatvanas alapu szdmrendszert (figyelemre mélto, hogy
a 60 oszthat6 harommal). Az irdsos bizonyitékok azt
sugalljak, hogy példaul a kovetkezé jelslés: 1,2,3 (ahol
a’, 'a szamjegyek elhatdroldsara szolgal a nyomtatha-
tosag kedvéért) szamértéke

1+2-60+3-60-60.

Létezik olyan régészeti bizonyiték, amely szerint

mintegy 4000 évvel ezel6tt, amikor a sumér birodalmat
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és kulturat a babiloni valtotta fel, a hinduk is alkal-
maztak a tizes szdmrendszert, vagyis a mi decimalis
rendszeriinket. Ennélfogva nem tudjuk, kik voltak az
eredeti feltalalok, valészin(, hogy mindharom kultara

egyuttesen.

Az, hogy pozitiv és negativ szamokat is hasznaltak,
és kifejlodott a helyiérték-rendszer tavolrdl sem jelenti
azt, hogy felmertlt volna a nulla fogalma. Fennmaradtak
olyan 6si ékirasos babiloni agyagtablak, amelyeken az
alapszam bizonyos hatvanyaira nem volt megfelels
kifejezési mod, példaul 3601 a babiloniak irdsmddja
szerint1,,1azaz1-1+1-60-60. Az egymas utan irt
két vessz6 a hidnyzé jelre utalt (a 60 szorzéjara), de nem

létezett olyan szimbdlum, amely ezt kifejezi.

Ugy tiinik, hogy idészamitdsunk els6 szazadaiban
hindu matematikusok vezettek be egy eredeti szimb6-
lumot a helyiérték-rendszer tires poziciéjara. Néhany
6si hindu kéziratban az iires poziciét egy pont jeléli, a
nulla korai elédje. Azonban elég nagy ugras, amig el-
jutunk addig, hogy a nulla szimbdlumot bevezessik
és szamnak tekintstik. Ez utobbi héstett is Indidhoz

kothetd, de sokkal késébbi idékben.

Brahmagupta hindu tudés a 7. szazadban élt India
észak-nyugati részén. Hivatasos csillagdsz volt, obszer-
vatériumot muikodtetett, de aktivan foglalkozott ma-
tematikai kérdésekkel és szamos irasat széles korben
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ismerték abban az idében. Féleg a geometria érdekelte,
egy képletet is elneveztek réla, amely a kérbe irt négy-
sz0g teriiletére vonatkozik. A koér vizsgalata sordn a
n-re is sziiksége volt, mm kozelité értékének a harmat
tekintette. Ezt a témat késébb targyaljuk.

Ugy latszik, 6 volt az elsé, aki néhany, a nullaval
kapcsolatos aritmetikai szabélyt lefektetett. Felismerte
és megillapitotta, hogy ugyanakkora pozitiv és nega-
tiv szdmok 6sszeaddsanak eredménye nulla, vagy ha
barmihez hozzdadunk nullét, az 6sszeg nem véltozik.
Nehézségbe titkozott, amikor megprébalt nullaval osz-
tani, ahogy sokan masok azéta (és még napjainkban is),
mindazoniltal els6ként végzett el korrekt aritmetikai

miveleteket, ahol a nulla is szerepelt.

Ahindu tudas végiil az arab orszagokban is ismertté
valt, ésa 9. szdzadban a perzsa Al'Kvarizmi foglalta irasba.
Elettorténete nem igazan ismert, kivéve, hogy kiilonb6z6
forrasokban szamos varidciéban megtalalhaté neve a
sztletési helyére utal, valahol a Perzsa birodalom teri-
letén, amely ma Uzbegisztan része. Kétségtelen, hogy
éveket toltott a bagdadi konyvtarban, amely akkoriban
a tudomanyos kutatas egyik kozpontja volt.

Munkaiban az els6- és masodfoku egyenletek meg-
oldasaval foglalkozott. Valamikor a 12. szdzadban fordi-
tottak latinra, és a ma hasznalatos ,,arab” szamok innen

eredeztethetSk. Nevének latin valtozatabdl (Algorismus)
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szarmazik az algoritmus sz6. Akonyv (nagyon lassan) elter-
jedt Eurépaban, de végiil az egész kontinens megismerte.
Néhany részét, igy magat a nullat széles korben sokaig nem
fogadtak el, és néhdny szaz évig tartott, mire minden-
utt igazdn athatotta a matematikai gondolkodasmaédot.

Egy masik nagyon fontos fogalom a tértszam. Mihelyt
az emberiség gondolkodasiban elterjedt a szdmolas,
hamarosan fel kellett meriilnie, hogy az egész részeit is
leirhassak. A csaladtagok kozotti élelemelosztasbol ko-
vetkeztek a tortek, azaz az egész fele, harmada, negyede
stb. Mivel ezekben a t6rtekben mindeniitt egy a szamlalo
értéke, Egyiptomban egyszer jelolésméd alakult ki.
Az egyiptomiakndl a szam felett elhelyezett pont jelSlte a
torteket, példaul Iil modern jelsléssel %, azaz egyharmad.

Az egyiptomiak ezt tudomannya fejlesztették azal-
tal, hogy a térteket olyan tortek 6sszegeként irtdk fel,
amelyek szdmlaldja egy. Ez bizonyos aritmetikai jrtas-
sagot is megkivant, kiléndsen az 6sszeadas és a kivonas
esetében. Specidlis szabalyokat fejlesztettek ki, amelyek
mai szemmel nem bizonyulnanak helyesnek. Azonban
az egyiptomiakndl 2/7=1/4+1/28 és hasonl6 esetekben
is pontosan szamoltak. A szabalyok a tortek felbontasat

egészen négytagu 6sszegig hatdroztik meg.

A tortekkel kapcsolatosan a hdrmas szdm hirtelen a

végtelenbe vezet6 kapunak tlinik. Ha egyet elosztunk
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harommal, akkor az elsé olyan tértszam keletkezik,
amelynek végtelen sok szamjegye van:

1/3=0,3333333...=0,3

ahol a hidrmas feletti pont jeloli, hogy a szdmjegyet

végtelen sokszor ismételni kell.

Tovéabb4, ha a természetes szamokat osztjuk harom-
mal, akkor 0, 3, vagy 6-bdl 4116 végtelen szdmjegyso-
rokat kapunk:

1/3=0,3; 2/3=0,6; 3/3=1,0

Az osztas fogalma vezetett a nem-természetes szamok
egyik osztalydhoz: a racionalis szdmokhoz. Ezek min-
dig felirhatok két egész szam hanyadosaként. Az egész
szamok a természetes szamokat és negativ megfelel6i-

ket tartalmazzak.

Az osztdshoz kapcsolédéan a hdrmas szdm mas ér-
dekes tulajdonsagokkal is rendelkezik. Egy természetes
szam akkor oszthaté hirommal, ha a szamjegyeinek
6sszege oszthatéd hiarommal. Egy egyszert példa 12,
szamjegyeinek 6sszege 3, amely nyilvinvaléan oszthaté
harommal. Egy masik példa 18, ahol a szamjegyek 6sz-
szege (9) oszthaté harommal. Megjegyezziik, hogy ha
egy harommal oszthaté szam szdmjegyeit felcseréljik,
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akkor az igy kapott szam is oszthaté harommal. A fenti
példakhoz csatlakozva tekintsiik 21-et és 81-et.

Egyszer(i matematikai eszkozokkel nagyon kénnyen
bizonyithaté ez az oszthatdsagi szabdly. Tekintstik az
n egész szamot

n=d,+d, 10+d,100 + d3 -1000...

ahold, d, stb a szamjegyeket jelenti. A szamjegyek

Osszege:
s=d +d +d,+d,+..
Kivonva egymasbol
n-s=9-d,+99-d,+999-d, +..

Ajobb oldalon mindegyik szdm oszthat6 harommal,
mert 9, 99, 999,... mind oszthaté harommal. Ezért az

n=s+9-d1+99-d2+999-d3+...

osszefuggésbdl kovetkezik, hogy n oszthaté harom-
mal, ha a szdmjegyeinek 6sszege is oszthaté harommal.
Példaul 12345 oszthatd, mert a szdmjegyek 6sszege
15 is oszthat6 harommal. Valéban 12345/3=4115.
Meglehetésen kiilonésnek tiinhet az egész szamok

hirommal oszthatdsaga és az egyébként kozonséges
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osztas specialis tulajdonsaga, ha harommal osztunk,
de mindez a kévetkezdk fényében kevésbé figyelemre
mélto.

Meglepédink a végtelen hirtelen felbukkandsan
a hdrmas szdmhoz kapcsoléddan, de az is lehetséges,
hogy nem a megfeleld 6sszefiiggésben tekintjiik, azaz
nem az univerzum keretén belil - barmit jelentsen is
ez. Lehet, hogy titokzatos tulajdonsagait nem maga a
szdm hordozza, hanem a mi értelmezésiink. Ez meg-
magyardznd, hogy nem értjik teljesen a harmas szdm
szerepét, és azt, hogy a végtelenbe vezet6 kapuként
viselkedik. Lehetséges, hogy a sajat testinkon, ke-
zuink tiz ujjan alapulé tizes szdmrendszertink nem a
legmegfelelébb, hogy jelent6ségéhez mérten tekint-
sunk néhany szamra és azok valddi szerepére. Példaul
a0,333... végtelen tizedes tért egyszerten 0,1 a hdrmas

alapud szdmrendszerben.

Léassuk, hogyan miikodik ez a rendszer. A hdrmas
alapud szdmrendszerben csak hdrom szamjegy van: 0,
1 és 2 és értékuk megegyezik a tizes szamrendszerbeli
megfelelgjikkel. A hidrmas szdmrendszerben azon-
ban 3-b6l10lesz, 1 -3 + 0 - 1. Folytatva ezt a logikat a
tizes szamrendszerben 0,333... =1/3 a hdrmas szam-
rendszerben 0,1azaz0-1+1-3"vagy0-1+1-%.Bar
el6nyos, hogy a hdrmas szadmrendszerben véges szamu
szamjegy ir le bizonyos szamokat, amelyeket a tizes

szamrendszerben végtelen sok szamjegy jelenit meg,
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6sztonos ellendllast érziink, mivel hozzaszoktunk a

tiz szamjegyhez.

A matematika kiillonbozé tertletein szdmos tovabbi
trichotémiat fedezhetiink fel. Példaul haromféle sta-
tisztikai 4tlagot ismeriink: a j6l ismert szdmtani kozép
f = (a+b)/2, a mértani kézép g=+/ab, és a ritkan hasznalt
harmonikus kézép h=2ab/(a+b). Ezt a harom definiciét
nemcsak két szdm esetén értelmezhetjilk, hanem tet-
sz6legesen kiterjeszthetd.

Végil tekintsitk a harom és egy egészen specidlis
szam, a T sajatos szomszédsagat; sok approximacié
alapjat képezi a hdrmas szam. Az egyik legérdekesebb

T-approximacié a kovetkezd képlettel irhatd le:

12
3-2+ 3
3.2+ 52
3-2+

’72
3-2+...

Ahéarom rogzitett, ismétl6dé szerepe lényeges kap-
csolatra utal a legegyszeriibb szamok, a természetes
szamok egyik eleme és az amulatra mélté m kozott.
Es ez csak el6futara sok mas, késbb targyalt és fejto-

rést okozo egybeesésnek.
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Aharmas szdmnak az 6kori vilag harom hires meg-
oldatlan feladatdban is fontos szerepe van. Ezek: a kér
négyszogesitése, a szogek harmadolasa és a kocka meg-
kétszerezése a kovetkez6 fejezet témai.
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3.fejezet

AZ OKOR HAROM KIHIVASA

Korokon 4tivelve sok ember fantazidjat rabul ejtette
ez a hdrom probléma, amely a geometria fejlédésére
6riasi hatast gyakorolt. E feladatok megoldédsa a geo-
metridval foglalkozé matematikus-generaciék sorat
évezredeken keresztil gyotorte. Sokan hitték, hogy
taldltak megoldast, csakhogy késébb ezek hibdsnak
bizonyultak.

Az elsé, és alegszélesebb korben ismert feladat a kér
négyszogesitése: olyan négyzetet kerestink, amelynek
tertlete megegyezik az adott kor tertletével, és csak
egyenes vonalz6 és korz6 hasznéalhaté a szerkesztésnél.
Ezt a feladatot mar a napjainkban Rhind-papiruszként
ismert dokumentumban leirtdk. Az iratot egy Ahmes
nevi egyiptomi irnok madsolta le egy i.e. 17. szdzadbdl

szarmaz6 6si papiruszrol.

Ahmesrél nem tual sokat tudunk, de ugy tiinik, igen
jartas volt az aritmetikdban. Sok egyiptomi médszert
irt le a tortek 6sszeggé alakitasardl, amit roviden emli-
tettiink az el6z6 fejezetben. A Rhind-dokumentumban
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Ahmes a kovetkezé megoldést adta: a négyzet oldala a
kor atmérsjének 8/9 része. Ez ésszerii kozelitést adott a
T értékére: 256/3%= 3,16 6sszehasonlitva 3,14-gyel egy
decimalis jegyig pontos. Megjegyezzik, hogy ismét a
harmas szam fordul el6 a képletben.

A probléma megolddsa azonban, hogy szerkessziink
egy \m hosszlisagti szakaszt, ha a kér sugara 1 egység,
mégpedig klasszikus eszkozokkel, egyenes vonalzéval
és korzével. A 3.1. abran lathat6 a feladat.

.
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3.1. abra A kér négyszigesitésének problémaja

A 1 az egyik legbamulatosabb szam, amellyel az
emberiség valaha taldlkozott. Nyilvanval6, hogy nem
egész, de ha racionalis szam lenne, valészintileg a szer-
kesztés megoldhat6 volna.
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Szazadokon 4t tarté medd6 munka utdn sajnéalattal
megértették, hogy a m nem raciondlis szdm. 1761-ben
Lambert svéjci matematikus bebizonyitotta, hogy a
irraciondlis. Az irraciondlis szdmok, ahogy a neviik is
jelzi, nem irhatok fel két egész szadm hidnyadosaként. De

ez még nem a térténet vége.

Az1840-es években a francia Liouville igy hatirozta meg
a transzcendens szamokat, hogy azok nem lehetnek egész
egyuitthatés algebrai egyenletek megoldasai. Ez a feltétel
sokkal erésebb, mint ami az irracionalis szimokra vonatko-
zik. A transzcendens tulajdonsaga miatt a kor-négyszo-
gesités feladatat nem lehetne megoldani a klasszikus geo-

metriai eszkozokkel, az egyenes vonalzéval és a korzével.

Végul 1881-ben Lindemann német matematikus be
is bizonyitotta a 1M transzcendens mivoltat. A matemati-
kusokat sok szazadon keresztiil lefoglalé négyszogesitési

probléma elcsitult. Vagy mégsem?

Természetesen mas médon megoldhaté a feladat, ha
enyhitiink a szerkesztési feltételeken, és nemcsak egye-
nes vonalzot és korzét hasznalhatunk, lasd 3.2. 4brat.

Abaloldali egységkort ,elguritjuk” egy vizszintes men-
tén egy fél fordulattal, azaz 180 fokkal. A bejelolt korcikk
mutatja a mozgds iranyat. Ekkor A és B pont tavolsiga a
kor kertiletének a fele, vagyis 1. Az elforgatott kér véghely-
zetébdl kovetkezik, hogy a BC szakasz hossza 1 egység.
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3.2. dbra Akor négyszogesitése

Rajzoljunk egy félkort az AC 4tmér6 f6lé. A B pontbdl
huazott fuggéleges egyenes a félkort a D pontban metszi.
Mivel ABD és DBC hasonlé haromszigek, a megfelels
oldalaik aranya egyenlé:

AB _ BD
BD BC’
amelybdl kévetkezik, hogy
AB-BC=BD?.

Mivel BC=1 az egységsugaru kor miatt, és a szer-
kesztés folytan AB=m, kévetkezik, hogy

BD=+r.
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Tehat a BD oldala négyzet és az egységsugaru kor
teriilete egyenlS. A megoldds menete nem tiszta geo-
metriai szerkesztés, mivel a kor ,elguritasa” logikai (és
talan kézi) folyamat, de egzakt megoldast kaptunk.

A harom antik kihivds méisodik feladata a szdgek
harmadolasa egyenes vonalzé és korzé segitségével.
Aharmadolés azt jelenti, hogy a szget harom egyenlé
részre osztjuk. Bizonyos szogek harmadolasa a klasz-
szikus eszkozokkel nyilvanval6an megoldhaté. A 180
fokos szog felosztasa harom hatvan fokos szogre azzal
ajolismert médszerrel torténik, hogy a kor kertletére

korzével felmérjuk a kér sugarat.

Azonban egy tetszéleges sz6g harmadolasa ezekkel
az eszkozokkel lehetetlen. Ha egy kissé enyhitiink a fel-
tételeken, és megengedink jel6lést a vonalzén, akkor a
feladat megoldhat6, ahogy azi.e. 5. szdzadban Hippocrates
bemutatta. Gérogorszagban, Chios-ban sziletett és geo-
metriai munkaiban szamos driagakévet taldlhatunk,
mint példaul a szogharmadoldasi-probléma megoldasat.
Néha 6sszetévesztik azonos nevii orvos kortarsaval, aki
a gorogorszagi Kos szigetén élt, és az orvostudomany

atyjaként ismert.

Hippocrates harmadolasi szerkesztése a 3.3. dbran
lathatd. Adott a CAB sz6g, melynek A cstcsa az AB sza-
kasz egyik végpontja. Mérjiik fel az AC szakasz hosszat

a vonalzéra kétszer egymds utdn, igy harom jelolést
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kapunk. Hizzunk egy AB —val pirhuzamos egyenest a
C ponton keresztiil, megkapjuk az FC egyenest. Végul
rogzitsiik a vonalzé elsé bejel6lését az A pontra, és ad-
dig forgassuk a fiiggélegestdl kezdve, amig a harmadik
jel az FC egyenesen kijeloli az E pontot. Az EAB szog
harmada az eredeti CAB szdgnek.

iy
m

3.3. dbra Szégharmadolas

Abizonyitashoz azt hasznaljuk fel, hogy a szerkesz-
tés sordn egyenl6 szara haromszogek keletkeztek, mint
a CGE haromszog. A részleteket kihagyjuk, mivel az
eredmény a fontos, az, hogy megengedve a vonalzé be-
jelolését, barmely sz6g harmada megszerkeszthetd. Ha
ahasznalt eszkozt kicsit tokéletesitjiik, vagy a szigora
szerkesztési feltételeken lazitunk, egy régi geometriai
probléma megoldédott.

A harmadik 6kori kihivas a kocka megkétszerezése
csak egyenes vonalz6 és korzo segitségével. A feladat
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az, hogy meghatdrozzuk egy olyan kocka oldalhosz-
szat, melynek térfogata kétszerese egy adott kockanak.
Algebrailag ez egyszerien kifejezheté:

b’=2a5,

ahol b a még ismeretlen kétszeres kocka oldalét, a
pedig az adott kocka oldalhosszat jelenti. Kénnyen be-
lathato, hogy a megoldas

h=2-a.

Itt a *v2 jelentése: ketts harmadik gyske. Ha egy
szam négyzetébdl gyokot vonunk, az eredeti szamot
kapjuk. Ugyanagy egy harmadik hatvanyra emelt szam
harmadik gyoke az eredeti szamot adja eredményiil.

Egyszerten:
(V2P =2.

Tehat, ha 3/2 megszerkeszthetd, akkor a kett6zott
kocka is megszerkeszthetd. Ennek a problémanak sincs
megoldasa, ha jel6lés nélkiili egyenes vonalzdt és kor-

z6t hasznalunk.

El6szor Hippocrates dolgozott a kocka-kett6zési
probléman, aki egy kis trukk segitségével megoldotta a
szdg-harmadolés kérdését. Geometriailag a kovetkezé-
képpen fogalmazta at egy ekvivalens feladatta: ha adott
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két padrhuzamos egyenes [ és [ , talaljuk megazt a két

kozbilsé x ésy egyenest, amelyekre igaz, hogy
l:x=xy=y:l,

Hippocrates azt allitotta, hogy ha ez a két egye-
nes megszerkeszthetd, akkor a kocka kétszerezése is
végrehajthatd. Nem tudjuk, hogy sikerilt-e neki ez a
szerkesztés. Abban az idében nem volt teljesen vilagos,

miértigaz az dllitasa.

Azi. e. 4. szizadban Menaechmus kévette Hippocrates
elgondolasat, és algebrai kifejezést fogalmazott meg ra.
A rendkiviil sok, geometridval foglalkozé ékori gorog
tudés egyik jelentds képviseldje volt, szulévarosa ma
Torokorszag teriiletén fekszik. Munkdiban az ellipszist,
a parabolat és a hiperbolat vizsgalta, azaz a kupszele-
teket — valdjaban neki tulajdonitjuk ezek felfedezését.
Akupszeletek segitségével sok geometriai problémét

megoldott, beleértve a kocka kétszerezését is.

Kovetve Menaechmus gondolatmenetét, az egysze-
riiség kedvéért legyenl =1ésl =2 ekkor

I_x_y
Xy 2
Ezt két egyenletre bontva:
1_y -
- o5 - xy=2
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és

X _y
X _Y Lo
y S Y

Ezek egy hiperbolat és egy parabolat adnak, ame-
lyek metszéspontja:

2
y=2— -y =4
y

A megoldas

x= 2 =32,
y

a szam, amely a kettézéshez szitkséges. Mikézben
az analdgia indokoltta teszi a geometriai allitast, fel-
ting, hogy az egyenesek megszerkesztése kozben egy
még nehezebb problémaval, a kiipszeletek metszésével
taldljuk szembe magunkat.

Eletrajzuk rovid részleteit bemutatva tisztelettel
adéztunk és adézunk tovabbra is az ékori matemati-
kusoknak, hogy életitkben és miiveikben idérendi és
kulturalis 6sszefiiggésekre mutassunk ra. Ha egy mo-
dern tudds a masodik évezredben kiérdemel hasonlé
megbecsiilést, akkor az Isaac Newton, aki 1643-ban az
angliai Lincolnshire-ben sziiletett és 1727-ben halt meg.
Philosophiae Naturalis Principia Mathematica c. miive
1687-ben jelent meg, és valdszintileg a legnagyobb hatast
kivélté tudomdnyos munka, amelyet valaha megirtak.
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Hatalmas eredményeket ért el a fizika, kilénésen a
mechanika teriiletén, és megalkotta a differencial- és
integralszdmitast a matematikaban. E témdkkal késGbb

foglalkozunk.

Newton kincses 1adajdban olyan matematikai gyé-
mantokat hagyott rank, mint a kocka-kett6zés éltala
javasolt leleményes megoldasa a 3.4. 4bran. Az eredeti
szabalyokon annyit kénnyitett, hogy megengedte a
vonalzén az egységnyi hossz bejelolését.

A szerkesztés egy szabélyos haromszogbdl indul ki,
melynek minden oldala 1, vagy egy szabalyos harom-
sz0g is megszerkeszthetd, és ennek oldalhossza adja a
vonalzé egységnyi jelolését. A hdromszdg csucsai A,
B, és C. Meghosszabbitva az AB oldalt, és felmérve ra
az egységet a B ponttdl, megkapjuk a D pontot. AD és
C pont altal meghatdrozott egyenest a nyil irdnyaba
meghosszabbitva kapjuk az egyik szerkesztési vona-
lat. Ugyanigy a BC oldalt a nyil iranyéba tetszélegesen
meghosszabbitva egy masik egyenes keletkezik. Végil a
vonalzét rogzitsiik az A ponthoz és csiisztatva forgassuk
el addig, amig az egységszakasz a vonalzén pontosan a
két szerkesztési vonal k6zé esik (azaz GH = 1), igy meg-
kapjuk az AG szakaszt, amelynek hossza AG = %/2.
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3. 4. sbra Akocka megkettézése

Ez bebizonyithat6 a szabalyos haromszog szdgein
alapul6 trigonometriai 6sszefiiggések felhasznalasa-
val. A részletekkel itt nem kivanunk foglalkozni, de a
megoldasbol vildgosan kitlinik Newton zsenidlis belsé
latasa.

Osszefoglalva, valahogyan mindharom antik fel-
adatot megoldotték, de egyiket sem azokkal az eszko-
zokkel, amelyeket eredetileg, a probléma felvetésének
koraban megkivintak. A megoldasokban a hdrmas szdm
implicit szerepe a haromszdgeken keresztiil nyilvanult

meg; ez kovetkez6 fejezetunk témdja.
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4. fejezet

GOROG MATEMATIKUSOK
ES A HAROMSZOGEK

A régi gorogok nagyra becsulték a haromszogeket és
kihasznaltak azt a tényt, hogy hdrom, nem egy egye-
nesen elhelyezked pont egy sikot hatdroz meg. Hirom
ilyen pont egyetlen rajtuk athaladé kort is definidl. Jol
ismerték a tuddsok azt is, hogy a hdromszog az egyet-
len olyan tokéletes alakzat, amelyet ha egy mechanikai
szerkezetbe beépitiink, még akkor sem valtoztatja meg
az alakjat, ha a sarokpontokban elfordulhat, kivéve, ha
az oldalak hajlékonyak.

Ez nagy jelent6séget kolcsonzott a haromszogeknek
az antik épitészeti gyakorlatban.

Pitagorasz, a gorog matematikusok doyenje Samos
szigetén sziletett, de élete nagy részét a mai Olaszorszag
teriiletén 1évé Crotonban toltotte azi.e. 6. szdzadban.
Matematikai iskolat vezetett, és nagyon szigoru elvek
szerint élt.

Iskolajaba nék is jarhattak, ez igen szokatlan volt
abban az idében, amikor a néket még tulajdonnak
tekintették. Oriasi hatdsa korszakokat élt tul annak
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ellenére, hogy eredeti miiveinek egyetlen irott méso-
lata sem maradt rank.

Leghiresebb tétele, hogy a derékszdgii haromszogben
abefogok négyzetének 6sszege egyenlé az atfogd négy-
zetével. Ezt a szabalyt mar sokkal kordbban a babiloniak
is ismerték, de Pitagordsznak tulajdonitjuk a minden
derékszogli hdromszogre érvényes altalanos bizonyitast.
A 3,4 és 5 oldalhosszi haromszdg bemutatja a szabilyt,
mivel 3? + 4? = 5°. Ez az egyetlen, harom egymast kvet6
egész szambdl 4ll6 halmaz, amelyre igaz a tétel, ezért

néha pitagordszi szaimharmasnak hivjuk.

6t, Pitagorasz a harmas szamot ,tokéletes szam-
Sét, Pit h t ,tokélet

nak” nevezte, nemcsak azért, mert az el6z6 6sszefiig-
gés a harmastdl indul, hanem mert felismerte a szdm
killonleges szerepét sok matematikai fogalomban, sza-
bélyban, hipotézisben és sejtésben. Az 6 megnevezése
valéban érdemes arra, hogy a kényv alcime legyen.

4.1. 4bra Pitagorasz tétele

44



A tétel bizonyitasa igen egyszer(, ahogyan azt a
4.1. dbra mutatja: egy négyzet teriilete egyenlé belsé
résztertleteinek 6sszegével. A felosztas egy kisebb
négyzetbdl és négy egybevagd haromszogbél all, me-

lyek 6ssztertilete:
c+4ab/2.
A nagy négyzet oldalhossza a + b, ezért a teriilete:
(@+b;=a’+b°+4ab/2.

Mivel ugyanazt a geometriai teriiletet foglaljak el,
ezért egyenldk, ebbdl kovetkezik a tétel

c=a’+P.

Néhany feljegyzés szerint a piramisok épitése sordn az
egyiptomiak olyan 12 egység hosszu kotelet hasznaltak,
amelyen csomok jelolték ki a 3, 4 és 5 egység hosszit,
és ezzel mérték fel a derékszogid haromszoget, melyet
egyiptomi hdromszognek is neveztek. Nyilvanvald,
hogy a harmas szdm geometriai megjelenési formaja,
a haromszodg nagyon korai id6ktél elterjedt az emberi
gondolkodasban.

Pitagordsz a haromszog és bizonyos szamok kozott

keresett 6sszefiiggéseket. Néhany szadmot ugy osztalyo-
zott, mint hdromsz6gl szdmok, az els6 néhany
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3,6,10,15,...

Az osztélyozas alapja a szamok geometriai elren-
dezése

1

11
111
1111

amelybdl nyilvanvalé, hogy 10 =1 + 2 + 3 + 4.
Felismerte a pédratlan szdmok 6sszege és a négyzet-
szamok kozotti specidlis kapcesolatot:

1+3=4
és
1+3+5=9,
és igy tovabb
1+3+5+7=16.

Egy masik nevezetes haromszogleti szam-minta
a Pascal-haromszog, amelyet mar az 6kori Kinaban
ismertek. Ma a 17. szdzadi francia matematikusnak
tulajdonitjuk, aki az anekdota szerint egy szerencse-
jaték-probléma megoldasa kozben akadt rd erre az
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elrendezésre. A haromszog két szélén egyesek éllnak,
a kozbiils6 szamokat pedig a folotte levs sorban 1évé

két szam 6sszegébdl kapjuk meg:

Ezek megfelelnek a binomiélis egyutthatéknak:

(@+b)P=1
(@+bt=1-a+1-b
@+b?=1-a%2+2-ab+1-b?
@+b®=1-a%+3-a’b+3-ab’+1-bd

Figyelemre méltd, hogy a Pascal-hdromszégben az
6todik sortdl kezdve jobbrol és balrél a harmadik elem
megadja az Osszes pitagoraszi szamharmast, mint a
kovérrel jelslt elemek mutatjak:

14641
15101051
1615201561
172135352171

Maguk a hiromszogek is szdmos trichotémiat

mutatnak. A szdgek szerinti osztilyozas eredménye:
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hegyesszog, derékszogii és tompaszdgi hdromszog, Egy
masik osztélyozas az oldalak hosszan alapul. Az egyenl6
szaru és egyenld oldald haromszognek két, illetve harom
azonos hosszisagu oldala van. Az altalanos haromszdg-
nek mindharom oldala kiilonb6z6 hosszisagu. A speci-
alis hdromszogeket nagy érdekl6déssel és részletesen

tanulmanyoztak az évezredek soran.

A legfontosabb talan az egyenlé oldald hiromszdog
(mindharom oldala egyenl(), mivel a haromdimenzids
szablyos testek épitGeleme, ezekrdl egy késébbi fejezetben
lesz sz6. Az egyenl§ oldali haromszog egy masik kittinte-
tett szdm — melyet minden korban tisztelet 6vezett —, az
aranymetszés geometriai kiinduldsi pontja. Ez az arany
egyszerten definidlhaté: egy egységet tigy osztunk fel,
hogy a két rész aranya megegyezzen a nagyobbik rész

és az egész aranyaval. Algebrailag kifejezve:

_x
X 1-x

Egyszert atrendezéssel a kovetkezé masodfoka
egyenletet kapjuk:

X’ +x-1=0,

melynek megoldasa a j6l ismert képlet segitségével

V5-1.
2

X=
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Ez az aranymetszés, mas néven isteni ardnyossag.
Ugy vélték (és még ma is az a vélemény), hogy esztéti-
kailag rendkiviil vonzé. Sok miivész alkalmazta, pél-
ddul Leonardo hires vazlatan a kinyujtott karua férfi
abrazolasakor.

Némelyek ugy tartjak, hogy a piramisok bizonyos
méretaranyai ugyancsak az aranymetszést kovetik, de
ez meglehetdsen spekulativ, mivel ezeket az aranyokat
néhény bizonytalan egységben lemért tavolsagok alap-
jan szamitottdk ki. A geometriai megoldas nehéznek
tiinik, mivel /5 csak végtelen sok szdmjeggyel kifejez-
het6 irracionalis szam és ez hatalmas akadaly. Azonban
ha a miivészetben akarjuk alkalmazni a szdmot, szitk-
ség van korzével és egyenes vonalzéval végrehajthaté
geometriai szerkesztésre. Mint kiderult, ez meglep6
moédon az egyenld oldalt haromszog segitségével meg-

lehetésen kénnyf.

Rajzoljunk egy koért az O pont koré és a kor tetszé-
leges A pontjabdl kiindulva a kér sugarat ismételten
felmérve kapjuk a B, C, D, E, F pontokat, Ha ¢sszekot-
juk az A, C és E pontokat, egyenlé oldali haromszoget
kapunk, mint a 4.2. dbran lathaté.
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4.2. dbra Aranymetszés a haromszogben

Ezutan kosstik 6ssze a B és O, valamint F és O pon-
tokat, két metszéspont keletkezik a haromszdgén P és
Q. Végil rajzoljuk meg a PQ egyenest, ennek metszés-
pontja a korrel az R pont. E hdrom pont megadja az
aranymetszést, vagyis

PQ_ QR
PR PQ

Akozépkori miivészetben a hdromszog segitségével
jott létre a legcsodalatosabb fejl6dés, a festészetben
megjelent a harmadik dimenzi6 (amelyrdl egy késébbi
fejezetben szo6lunk).
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o) D B

4.3. abra Euklidesz optikai haromszogei

Ebben az esetben a vetit6-hdromszog valéban a vég-

telenbe vezetd ut kapuja.

Euklideszt, az egyik legismertebb gérog matemati-
kust ma mindeniitt a geometria atyjinak fogadjak el.
Alexandridban élti.e. 300 koriil, amely akkoriban gorog
tertilet volt. Nem sokat tudunk az életérdl, azonban sok
mive maradt rank. Legf6bb munkaja az Elemek lénye-
gében a geometria alapjait fogalmazza meg.

Egy masik miivében, amelynek cime Optika, megalla-
pitott egy optikai zéruspontot, ahol a megfigyel6 szeme
helyezkedik el (O). Akét targy (AB és CD) relativ méretét
két derékszogli haromszog segitségével mérte meg, ame-
lyek kozos alapja OB, lasd a 4.3. abrat. Minél nagyobb a
szbg az O pontban, a targy fizikailag annal k6zelebb he-
lyezkedik el, vagy ha ugyanolyan tavol vannak, akkor an-
nal nagyobb a targy, minél nagyobb szog tartozik hozza.
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Piero Della Francesca, egy 15. szdzadi neves olasz
muvész altaldnositotta a projekciés haromszoget.
Felismerte, hogy ha egy adott pontot egy tobb részre
felosztott szakasz osztépontjaival 6sszekotink, akkor a
szakasszal parhuzamos egyenesen ugyanolyan aranyt
osztaspontok keletkeznek, ldsd 4.4. dbra.

4.4. abra Piero vetit6 haromszogei

Az Apont lett az ,,optikai végtelen”, mas néven el-
tinési pont. Ez hasonlé, mint amikor egy egyenes Gton
allunk, és a messzeségbe tekintiink, gy tinik, mintha
az Ut egyre keskenyebbé vilna, amig egy ponttd nem
zsugorodik. Tudjuk, hogy ez csak vizuilis jelenség, és
az Gt mindenttt ugyanolyan széles. A miivészeti alkal-
mazas Piero Della Francescanak készénheté.

Piero meghatdrozta a végtelenben 1év6 A pontot és a
hozzéank legkozelebb 1év6 BC szélességet. Megrajzolta a
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DE szakaszt, amely kijelolte a kép helyét, és az A pontot
osszekototte a BC szakasz osztépontjaival (F, G, H, I).
A 4.4. dbran latszik, hogy a K, L, M, N pontok vizuali-
san korrekt ardnyos felosztast adnak a DE szakaszon.
Festményein alkalmazta ezt a megoldést és hatalmas
sikereket ért el, hamarosan szamos kévetére talalt.

Aharomszognek egyszeriisége ellenére 6ridsi hatdsa
volt a geometridban, késébb a trigonometria segitsé-
gével hidat épitett a geometriatdl az algebrdhoz. Ez a
kovetkezg fejezet témadja.
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5.fejezet

A TRIGONOMETRIAIHID

Miutan az elemi geometridban meghatédroztak a ha-
romszogek sajitossdgait, és felhasznaltdk Pitagordsz
tételének legtobb érdekes tulajdonsdgat, az dkori ma-
tematikusok figyelmét a deréksz6gii haromszogek
szogeinek vizsgalata kototte le. Az oldalak és szogek
kapcsolatanak mérése vezetett a matematikdnak ahhoz
az 4gahoz, amelyet ma trigonometridnak nevezunk.
Az elnevezés a gorogbdl ered, és szabadon forditva ha-

rom szog mérését jelenti.

Az 5.1. dbran egy derékszogl hdromszogben a de-
rékszog (90°) melletti oldalakat a-val és b-vel jel6ljiik,
a derékszoggel szemkozti oldalt, az atfogét c-vel. Az a

oldallal szemkozti szog elnevezése a, a b-vel szemkozti
sz6gé pedig f.

Igen régen elvégezték alegegyszeriibb mérések de-
finici6jat. A derékszog melletti egyik oldal és az atfogd

osztasaval kapjuk:

sin(a) = a/c.

54



A masik befogé és az atfogd hanyadosa:

cos(w) =b/c.

90° B

5.1. abra A derékszog(i haromszog

Abefogbk hanyadosat nevezziik tangensnek, ez a két
el6z6 definiciébol osztassal kénnyen kiszamithaté. Erre
az alapra megfelelGen felépithetd volt az a bazisrend-
szer, amelyet ma az élet minden tertletén széleskoriien
hasznalnak, kezdve az egyszer hétkéznapi alkalma-
zasoktdl a rendkiviili tudomanyos szamitasokig. Csak
csodalnilehet messzemend hatasat, azt az altalanosi-
tast, amelyet ez a legegyszer(ibb geometriai alakzat tett
lehet6vé. De olyan szdmitasoknal is felhasznaljuk, ame-
lyeknek semmi koze a hdromszdgekhez. Miel6tt belekez-
dink ezek vizsgalataba, szélesitsiik ki az értelmezést.
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Kénnyen bel4thatd, hogy a derékszogii hdromszogben
az egyik szog sin fuggvénye a masik szog cos fuggvénye,
és megforditva. Mivel a hdromszog szogeinek 6sszege
180° és a derékszogi haromszogben a legnagyobb
sz6g 90° ezért a masik két szog 6sszege is 90°. Egymas
potszogeinek nevezziik, és a kovetkezé dsszefiiggések

vonatkoznak rgjuk:
sin () =sin (90 - @) = cos («)
cos (B) = cos (90 - &) = sin ().

Eddig csak 90 fokndl kisebb szégekre definidltuk a
fuggvényeket. Ez 90 foknal nagyobb szogekre is alta-
lanosithaté azzal az el6jel-megéllapodassal, amelyet
az 5.2. 4brdn mutatunk be. Itt s jeldli sin(a)-t, ¢ cos(a)-t
és a kor egységsugaru.

5.2. dbra A trigonometriai figgvények altalanositasa
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Ebbdl a kiterjesztésbdl kovetkeznek azok a nagyon
fontos trigonometriai azonossigok, amelyeket kii-
l6nféle alkalmazasokban felhaszndlunk. Kiegészité
szognek neveziink egy széget és annak 180 fokbdl
levont kilonbségét. Konnyen belathatd, hogy egy, a
koordinata-rendszer masodik negyedében 1évé a szog
sinus értéke ugyanannyi, mint az elsé negyedben, az
Osszefuiggés:

sin (180 - «) = sin ().

Mivel a kiegészits szdg cos értéke a negativ x tenge-
lyen fekszik, csak elGjelben kulénboznek:

cos (180 - &) = - cos ().

5.3. dbra Dupla sz6gek trigonometriai figgvényei
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Végil az alapveté trigonometriai fiiggvényeket
tobbszords szogekre is kiterjeszthetjik. Az 5.3. dbra
alapjan kénnyen megallapithaték két szog 6sszegé-
nek és killonbségének trigonometrikus fuggvényei.
Feltéve, hogy egységsugari korrel dolgozunk, egymas
utdn felmérjik a vizszintes tengelyre a két szoget, igy
keletkezik az E pont. Az E pontbdl merélegest éllitva
kapjuk a B pontot. Mérjiik fel a 8 szoget erre a fiiggé-
leges egyenesre gy, hogy a szog csucsa az E pontban
legyen, ez az eredeti f3 sz6g szarat a C pontban metszi.
A C ponton keresztil hizott vizszintes és az EB egye-

nes metszéspontja D.

Az elézéleg definidlt elemi trigonometriai fiigg-
vényeket alkalmazva az OAC és EDC haromszdgekre

kapjuk:

sin(a+f3) = BE = DE + AC = ECcos(p3)+OCsin(f})=
sin(a)cos(P) + cos(a)sin().

Hasonlé megfontolasokkal két sz6g 6sszegére vo-

natkozé cos értéket is meghatarozhatjuk:

cos(a+p3) = OB = OA - CD = OCcos(p) - ECsin(3)=
cos(a)cos(P) - sin(a)sin(p).

Ha adott egy szdg, akkor a kétszeresére vonatkozo

trigonometriai fiiggvényeket is megkapjuk, ha a fenti
szabalyban -t a-val helyettesitjiik:
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sin(Pa) = sin(a)cos(ox) + cos(a)sin(x) = 2sin(a)cos(x)

cos(2a) =cos(a)cos(a) - sin(a)sin(a) = cos’() - sin’(x).

Térjunk vissza az olyan alkalmazdsokhoz, amelyek
nem sziikségszertien kapcsolédnak a haromszogekhez.
Ha a szogek 6sszegére vonatkozé szabélyban f3 helyett
2a -t irunk, megkapjuk a sz6g haromszorosara vonat-
kozé képletet, és igy folytathatjuk tetszéleges n-szeres
szogre. Ez vezetett ahhoz az értékes kozelit6-mod-
szerhez, amely a 19. szdzad elején Fourier francia ma-
tematikus nevéhez f(iz6dik: a periodikus fiiggvények
trigonometrikus approximdciéja.

Fourier politikus és matematikus volt egyszerre,
valéjaban nemesember, bard. Napoéleon egy idében
kinevezte Als6-Egyiptom korményzdéjanak. De hirne-
vét a matematikusok és mérnokok korében kozelits és

transzformaciés médszereinek koszonheti.

A Fourier-sor egy y = f(x) periodikus figgvény koze-
lit6 értékét végtelen szdmu és egyre magasabb rendi
sin és cos fliggvény 6sszegével adja meg:

y=a,+a,cos(®) +b,sin(a) + a,cos(2a) + b sin(2a) + ...

Afuggvénynek ez az alakja a harmonikus sor. A gya-

korlatban bizonyos szdmu tag elegendd. Ennek a kézelité
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modszernek az a kulcsa, hogy a fuggvény periodikus
tulajdonsagu legyen, azaz bizonyos része szabdlyosan
ismétlédjon. Egy ilyen fuggvényt (4jra) harom meny-
nyiség hatdroz meg: a fiiggvény csucsérték konstans
amplitidéja, az ismétl6dé tulajdonsig periddusa és
a kezdé allapot. A periédus leirhaté egy bizonyos idé-
intervallum ismétlédési frekvencisja segitségével is.

Sok fizikai jelenség ilyen tulajdonsagg, és nem irhaté
fel matematikailag zart alakban fuggvényként, viszont
Fourier-sorok segitségével j6l megadhatd. Emiatt a trigo-

nometria a mérnoki szdmitasok egyik legfontosabb alapja.

A trigonometriit eddig sikharomszogekre vonatko-
zban adtuk meg. Az elv kiterjeszthet6 barmilyen térbeli
feliiletre, példdul a gomb feliiletére. Ezt gémbi trigono-
metridnak nevezzuik, és mivel Fldunk egy hatalmas

gombnek tekinthetd, 6ridsi a jelentsége.

A gémbi f8kor sikja athalad a gomb kézéppontjan.
Példaul a Foldon a hosszuségi korok (észak-dél) f6korok.
A szélességi korok koziil csak az Egyenlit6 f6kor. Hairom
egymdst metszé f6kor a gombon definial egy gombi ha-
romszoget. Az 5.4. dbran két hossziisagi kor és az Egyenlité
altal meghatarozott gémbhdromszog lithato.
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5.4. abra Gémbi haromszog

Intuitiv médon lathaté, hogy a gémbharomszog
szogeinek 6sszege tébb mint 180 fok. A 180 fok feletti
részmennyiséget gémbi feleslegnek nevezziik. Ez igen
jelentés is lehet, példdul ha azt az esetet tekintjik,
amikor az AC oldal a 90. hossziségi koér, a BC oldal a
0. hosszusagi kor (Greenwich) és az A, B cstcsok az
Egyenlitén, miga C cstics az Eszaki-sarkon helyezkedik
el. Mindhédrom sz6g 90 fokos, igy az 6sszegiik 270 fok,
amely 90 fokos gombi felesleget jelent.

A gombon derékszogi haromszog is értelmezhetd.
Ha az egyik oldal az Egyenlitén, a masik oldal egy hosz-
szusagi koron talalhato, metszéspontjuknal derékszog
keletkezik. A harmadik oldal legyen egy olyan f6kéron,
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amely nem hossztsagi kor, és végtelen sok ilyen van,
igy gombi derékszogii hdromszoget kapunk.

Végiill minden, a sikban érvényes trigonometriai 6sz-
szefiiggés definidlhatd a ggmbharomszogben, ebbdl az
altalanositasbol egész sor szamitasilehet6ség szarmazik.
Ahhoz, hogy leirjuk egyedulallé természeti tulajdonsa-
gokkal rendelkezé Foldiink kézvetlen kornyezetét az
ember alkotta miiholdakkal egyutt - a trigonometria
hozzéjirulasa felbecsiilhetetlen.

A gyakorlati trigonometria elterjedt mar az egé-
szen régi id6k 6ta. Archimédesz (i. e. 287-212) a hi-
res, gyakorlati trigonometriaval is foglalkozé tudés
Szicilidban szuletett, amely akkoriban goérdg teriilet
volt, Szirakidza varosaban és ott is halt meg, Eletrajzat
pontosan ismerjiik, mivel széles korben elismerték
mar életében is. Sok leirdsban részletesen szerepel
hésiessége, amikor sziilévarosat védte az erészakkal
betolakodé rémaiakkal szemben. Tébbek kozott nagy
tavolsagbol miikods kéhajité gépeket szerkesztett,
kétségtelen, hogy ez volt a ballisztika tudomdnyanak
kezdete. Tulajdonképpen egy rémai katona élte meg,
mikézben egy matematikai probléma megolddsdhoz
rajzolt a homokba. Néhdny torténeti feljegyzés szerint
utolsé szavai ezek voltak:

»Ne zavarjatok koreimet”.

Minden id6k egyik legnagyobb matematikusanak
tartjuk, minden bizonnyal megelézte korat. Els6ként
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alkalmazta a trigonometriat gyakorlati problémak
megolddsara, ezért a legelsé alkalmazott matemati-
kusnak tekinthet6. Példaul hogy a katapultalt ké egy
bizonyos tavolsaghdl eltaldljon egy hajét — trigono-
metriai szdmitasokat hasznalt fel. Elsének végzett
kozelits szamitdsokat tort-approximaciéval bizonyos
szogekhez sziikséges alapvetd szamok meghataroza-
sdhoz. Péld4ul

sin(60)=v/3/2
értékéhez a
265/153 <\/3<1351/780
approximdciét haszndlta.

Ez ma is a harmas szam négyzetgyokének egy meg-
lep&en jo kozelitése, és hasznos a mindennapokban.
Még ennél is fontosabb, hogy alsé és felsé hatarold sza-
mokat vezetett be, amely gyakorlati hibabecslést tesz
lehet6vé; egy olyan fogalmat hasznalt, amely messze
eléremutat sajat koran.

Végiil nézzitk meg ismét az 5.3. abrat, és tekintsuk
az OBE derékszogli haromszoget. Pitagorasz tételét

alkalmazva kapjuk:

OB’ + BE? = OF°.
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Mivel az OE atfogé hossza 1 egység, alkalmazva
a sin és cos fluggvényt az x = a + 5 szogre a nevezetes

pitagoraszi azonossagot kapjuk:
sin’(x) + cos’(x) = 1.

Ez az azonosséag szamos lehet8séget nyujt arra, hogy
a trigonometriai fuggvényeket egymads segitségével
kifejezzik, hogy algebrai egyenleteket és integralokat
trigonometriai helyettesitésekkel oldjunk meg. E témak
kival esnek vizsgalédasaink tdrgyan, de tanusitjik az
egyszerd harmas szdm és annak geometriai megjele-

nése: a hdromszog kisugirzo erejét.
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6. fejezet

HAROMSZOGELES
ESHAROMSZOGESITES

A hiromszogek egyik hasznos alkalmazdsat nevezzik
haromszogelési médszernek. Az egyik haromszogelési
médszer célja, hogy tavoli targyak méréssel nem meg-
hatdrozhaté tavolsigat megallapitsuk a trigonometria
segitségével, bizonyos szgek ismerete alapjan.

Az egyik legelsé kisérletet, amikor haromszogek se-
gitségével lett meghatarozva targyak megmérhetetlen
tavolsaga, a gorog Talész végezte az i. e. 6. szdzadban.
Miletos varosaban élt, amely ma Térokorszdghoz tarto-
zik, de annak idején gorog tertilet volt. Talészt f6ként,
mint filozéfust ismerték, aki bizonyos érdeklédést mu-
tatott a geometria és a csillagaszat irant. Néhdny irasos
emlék szerint megjosolt egy napfogyatkozast, amely be

is kovetkezett még életében.

Télész legismertebb tétele olyan hiromszigekre
vonatkozik, amelyek egyik oldala egy kor atmérdje.
Ha azilyen haromszégek harmadik cstcsa a kor kerii-

letén fekszik, akkor ezek derékszogli haromszogek, és
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a derékszog a kérvonalon elhelyezkedé csicsnal talal-
hatd. Megkisérelte azt is, hogy hasonlé hiromszégek
segitségével kiszamitsa a Kheopsz-piramis magassa-
gat. Megmeérte a talajon a piramis drnyékanak hosszat
abban a pillanatban, amikor sajat drnyékat és testma-
gassagat egyenlének mérte. A piramis magassidganak
kozelité mérése meglepSen pontos volt.

a N B
R B

M

6.1. abra Haromszogelés

Az elsé, valéban hiromszogelési mddszernek te-
kinthet6 véllalkozdsok megvaldsitéi kozil az i. e. 3.
szazadban egy masik gérog, Aristarchos tiinik ki. O is
Samos szigetén sziiletett, mint Pitagorasz, csak néhany
évszazaddal késébb.

A mediterrdn vidéken abban a korszakban a tudas és
tehetség valéban damulatba ejtéen gazdag. Aristarchos,
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akir6l egy kratert neveztek el a Holdon, az elsék kozott
vetette fel a heliocentrikus naprendszer modelljét.

Megkisérelte a Nap és a Fold tavolsigot megadni: az
egyik szoget mérte meg a Féld-Nap-Hold 4ltal meghatéro-
zott derékszogli hdromszdgben, ahol a derékszogii cstics
a Hold. Valéban, A Nap és a Hold méretérdl és tdvolsdgdrol
cim( irdsa az évezredek sordn napjainkig fennmaradt.
Azt az id6pontot valasztotta ki, amikor a Nap sugarai
pontosan a Hold felét vildgitjak meg. Eredményei meg-
lehet6sen durvak, mert mérési technikai pontatlanok
voltak, és a mérni kivant sz6g majdnem 90 fok, azonban

bemutatta a csillagiszati mérések lehet8ségét.

Ha a derékszogi haromszogben definialt trigono-
metriai fuggvényeket kiterjesztjik 4ltalanos harom-
szogekre, az Un. szinusz-torvényt és mas hasonlé 6sz-
szefliggéseket kapunk. A 6.1. abra jeloléseivel:

sin(a) / sin(f}) =BC / AC.

Tegyiik fel, hogy két megfigyel6 helyezkedik el az A és
a B pontban, és az AB tavolsagot ismerjik. Mindketten
megmérik a célpont (C) és a masik megfigyelési pont ko-
zotti szoget, ezek o és . Azonban a cél az, hogy megha-
tarozzak a C pont és az AB egyenes kozotti tavolsagot,
de valamilyen akadaly, példaul egy kozottuk 1évé folyd
lehetetlenné teszi a kézvetlen mérést. Vagyis meg kell
talalni az AB egyenesen az R pontot, és ez altaladban nem
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esik egybe az M felezéponttal, csak rendkiviil szeren-
csés esetben. A tavolsagot az RC szakasz adja. A fenti
szinusz-torvénybol kovetkezik:

sin(}) / AC =sin(y) / AB.

Az eredeti haromszoget két derékszogli hdromszogre

bontva a sin-figgvény egyszer( alkalmazisaval:
RC=ACsin(a)
és
RC = BC-sin(p).
A szinusz-térvénybe helyettesitve kapjuk:
RC =AB:sin(a)sin(p) / sin(y).

Ay szoget nem ismerjiik, de mivel a hdromszog sz6-

geinek 6sszege 180 fok, ezért
y=180-(a + f3).

Kordbban lattuk a kiegészit6 szogekre vonatkozé
trigonometriai 6sszefiiggést, eszerint

sin(y) =sin(a + f3),
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igy a tavolsag:
RC = AB-sin(w)sin() / sin(o+[3).

Most a jobboldalon szerepl6é minden adatot méréssel
meghatarozhatunk és igy kiszdmithatjuk a kézvetleniil
nem mérhet6 tavolsidgot. Ehhez hdrom adatot kell is-

mernink, két szget és egy tavolsagot.

Aharomszogelési médszer abban az esetben is hasz-
nos, ha nemcsak egy harmadik pont tavolsagat, hanem
két, nem megkozelithets pont kozotti tavolsigot keres-
stik. Példaul ez a helyzet ad6dhat, amikor egy f6ldméré
két olyan pont kozotti tavolsigot mér, amelyeket egy
foly6 valaszt el egymastol.

Ez a négypontos haromszogelés megvalésithaté
csupan két megkozelitheté pont kozotti tavolsig és
az ezekbdl mérhetd négy szog segitségével. A szogek
kozul kettd az ismert pontokbdl a két tavoli pont 1at6-
szoge. A két masik szoget az ismert pontok és egy-egy
ismeretlen pont altal alkotott hiromszdgekbdl kap-

hatjuk meg.

Szabalytalan geometriai tertletek felosztasdndl
egy masik haromszogelési eljarast alkalmazunk. Ez
a modszer Voronoj ukrdn matematikus elvén alapul,
amelyet a 20. szazad elején publikalt, és elnevezése ma

Voronoj-poligonok.
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A sikon egy ponthalmaz bizonyos pontjahoz rendel-
jitk hozza azt a poligont, amely mindazokat a pontokat
tartalmazza, amelyek kézelebb vannak a kivalasztott

ponthoz, mint a halmaz barmely mas pontjahoz.

6.2. dbra Delaunay haromszogelés

A 6.2. dbran a feketével jel6lt pontok abrazolnak
egy ilyen halmazt. A kozépen egy pontot tartalmazé
(pontozott vonallal jelslt) szabdlytalan hatszog a
kozépsé ponthoz tartozé Voronoj-poligon. Kénnyen
belathato, hogy a poligon belsé pontjai kézelebb van-
nak a kozépponthoz, mint a halmaz barmely mas

pontjihoz.

Ahalmaz ésszes pontjihoz tartozé Voronoj-poligo-
nok egyesitése teljesen lefedi a sikot, ez azt is jelenti,
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hogy a halmazban barmely két ponthoz tartozé Voronoj-
poligonnak nincs k6z4s belsé pontja, legfeljebb a hata-
rol6 szakaszon lehetnek kozos pontok.

A Voronoj-elv dltalanositasat egyik tanitvanya,
Delaunay (mint a neve is utal r4, francia 6s6ktdl szar-
mazott, de orosz volt) publikalta az 1930-as években,
és az 6 médszerét ma Delaunay haromszogelésnek
nevezzik. A médszer a Voronoj-poligonokon alapul,
és azon pontokat 6sszekoté éleket szerkesztjik meg,
amelyekhez tartozé Voronoj-poligonoknak van ko-
z6s oldala. Az 6sszes lehetséges ilyen oldal megszer-
kesztése utan haromszogleti teriiletekkel, az un.
Delaunay haromszogekkel fedtik le a szamunkra
fontos sik tertletet.

A 6.2. dbran hat Delaunay haromszog fedi le a si-
kot, a pontozott vonalak a Voronoj-poligonok élei, a
folytonos vonalak pedig a Delaunay haromszogek ol-
dalait dbrazoljak.

E mddszer segitségével szabalytalan geometriai
alakzatok lefedhet6k haromszogekkel, és ezaltal az
adott tertileten eléforduldé barmely fizikai jelenség le-
irhaté. A hdromszog, habar a legegyszer(ibb geometriai
alakzat, hatalmas jelent8séget kapott életiinkben, de
sajitos szerepe nem ér véget a geometriaval: bizonyos
algebrai miiveletekben nagyon el6nyos a hdromszoge-
sités fogalma.
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Alinedris egyenletrendszerek megoldaséval évezredek
6ta foglalkozik a matematika. Ha két ismeretlentnk és
két egyenletiink van, a rutinszer( szimultan megoldas
mar a kozépkorban ismert volt. Ma pedig az

ax+by =c
dx+ey =f

egyenletrendszer megolddsi médszere a kozépiskolai
matematika alapvetd témaéja. Ha az egyik egyenletet egy
megfelelen valasztott szimmal megszorozzuk, majd
Osszeadjuk a két egyenletet, akkor egy egy-ismeretle-
nes egyenletet kapunk. A mddszer tobb ismeretlenes
egyenletrendszer esetében is alkalmazhaté, de ha a
gimndaziumban egy hirom ismeretlenes egyenletrend-
szer megoldasa volt a hazi feladat, mindnydjan feladtuk.
Ha az ismeretlenek szdma még t6bb, akkor fokozottan

nehéz végrehajtani a médszert.

Gauss, a matematika dridsi géniusza oldotta meg
ezt a feladatot, ezért szenteljunk néhany szét az élet-
rajzanak. Johann Gauss 1777-ben Braunschweigben
sziletett, ez ma Németorszag teriletén fekszik. Mdr az
elemi iskoldban csodagyereknek szamitott. 21 éves ko-
raban fejezte be Disquisitiones Arithmeticae cim( muvét,
és vitathatatlan, hogy minden idék egyik legsokolda-
labb matematikusa volt. A matematika szinte minden
teriiletén alkotott: a szdmelméletben (primszam-tétel),

az analizisben (az algebra alaptétele), a statisztikdban
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(legkisebb négyzetek), a differencidlgeometridban
(a Gauss-gorbiilet) és igy tovabb.

Gauss olyan haromszogesitési mdodszert vezetett
be, amely kénnyen megoldhaté alakra hozza az egyen-
letrendszert. Ez ma Gauss elimindciés mddszerként
ismert, mivel a haromszogesitést igy valdsitja meg,
hogy az egyenletrendszer nem-nulla egyiitthatéinak
egy részét szisztematikusan elimindlja.

Az egyszerliség kedvéért csak hirom egyenlet megol-
déséra vizsgaljuk a médszert, de mindez alkalmazhaté
akar milliényi egyenlet esetében is.

Tekintstk a kovetkez6 egyenletrendszert:

A X+ 0, X+ 0%, = bl
Ay Xy Xy + 0,y Xy = b2
Ay X, + 05X, + 055X, =b3'

Gauss 6ridsi otlete az volt, hogy a folyamat sordn
az altalanos rendszert — egy kozépkori elgondolas sze-
rint — Ggy egyszersitse, hogy egy haromszog alaku
rendszer keletkezzen. Javaslata szerint az egyenle-
teket sorra be kell szorozni, és egymassal 6sszeadni
mindaddig, amig az egyenletrendszer alakja hirom-

szdg nem lesz:

73



Természetesen az egyenletrendszer egyiitthatéi
megvaltoznak a hdromszogesitési folyamat soran, ezt
felulvonassal jelsltiik, de a végeredmény litvanyosan
egyszerisodik. A hdromszog alakt egyenletrendszer
un. visszahelyettesitéssel oldhaté meg, ez az elnevezés
tikrozi azt, hogy forditott sorrendben kapjuk a meg-

oldasokat. Legel8szor az utolsé egyenlet megoldasa:
X3 = b 5/ s

Majd az utolsé el6tti egyenletbe a mar ismert méd-
szerrel visszahelyettesitjiik x, értékét, igy

X,= (b_z B d23x3)/d22 :

Ezt az eljarast ismételjik mindaddig, amig a legelsé

egyenlet megoldasahoz minden tagot kiszamitottunk:
x,=(b-a,x,-a,x)/a,,.
Ahédromszogesités és az azt kovets visszahelyette-

sitési mddszer altalanosithaté tébb ismeretlen esetére,

mert a hdromszog alak a végtelenségig fenntarthato.
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Nyilvanval6va akkor vélik a szisztematikus eljaras
val6di jelent8sége, ha figyelembe vesszik, hogy szami-
togéppel akar milli6 egyenletbdl 4116 igen nagy egyen-
letrendszer is feldolgozhaté. A folyamat szamitégépes
megvaldsitasra nagyon alkalmas. Az ismétl6d6 szami-
tasi mintdk rekurziv végrehajtasa az embernek rendki-

vl faraszto, viszont éppen ez a szamitégép erdssége.

Azilyen hatalmas rendszerek egyutthatdit néhdny
mechanikai szerkezet, reptil6gép, autd vagy hajo fizikai
viselkedésének leirasdra hasznaljak. A rendszer jobb ol-
dalan 4116 mennyiségek a targyra haté bizonyos fizikai
terhelést irjék le, a természeti eréket, az dton fellépd
vibraciékat, vagy az 6cean hullamait. Ujabb bizonyiték,
hogy a hdrmas szdm geometriai hirnoke, az egyszeri

haromszog mennyire célszert a gyakorlatban.
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7. fejezet

HAROMDIMENZIOS UNIVERZUM

Amennyire érzékeljik, vilagunk haromdimenziés. Jé1
megmutatkozik az univerzum (legalabbis geometriai
értelemben) haromdimenzids természete, amikor a
Naprendszer mas bolygoéira kaldott csillagkozi szon-
dakat irdnyitjuk. Biztosan nem jutndnak célba olyan
foldi eszkozzel, mint az északi magnességen alapuld
irdnytd. Az Grbeli pontokat olyan haromdimenziés ko-
ordinita-rendszerben jeloljik ki, amelyben a Féldnek

kitintetett szerepe van.

E koordinata-rendszer origéja a Fold, ,vizszintes”
sikjat az egyenlit6i f6kor sikja definidlja. A sik megha-
tarozasanal kikuszoboljuk a Fold tengelyének ingado-

z4sat, és ennek hatasat a sikra.

Akoordinata-rendszer fiiggbleges tengelyét a tavasz
elsé napjan a Fold és a Nap altal meghatérozott egyenes
definialja. Egy referencia-idépontot is megadunk — ez
2000.janudr 1. - azért, hogy szdmolni lehessen azokkal
avaltozasokkal, amelyeket a Naprendszer mas bolygé-

inak gravitaciés hatasa okoz.
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Barmely (irhaj6 helyzete pontosan megallapithaté
ebben a koordinata-rendszerben, leggyakrabban két
szoget felhasznalé csillagiszati médszerrel. Ezek a
szogek: a ,vizszintes” sikban mért eltérés a mer6le-
gestdl, az azimut, és a deklindcid, vagyis a sik alatti
vagy folotti sz6g. Ha lemérjik az tirhajé tavolsigit is,
harom adatot nyertink (két szoget és egy tavolsagot),
amely a szférikus koordinata-rendszert alkotja. Ezzel
a hdrom mennyiségen alapuld rendszerrel nemcsak a
Naprendszeren beliil, hanem a galaxisban is megval6-

sithaté a helymeghatdrozis.

A hiromdimenziés targyak kozul az 6korban el-
szor a kulonféle poliédereket vizsgaltak, amelyeket az
élek és a csticsok altal definialt sikidomok hatarolnak.
A 71. dbran a torténetileg legkorabbi és legfontosabb
test, a tetraéder lathatd. Ez valéban az alapveté sik-
beli épit6kd, a haromszog térbeli kiterjesztése. Mind
anégy lapja haromszog és gyakorlati jelent6ségére ké-

s6bb deriil fény.

Aharomdimenzids geometriai testek specidlis osz-
talyat alkotjak a szabalyos poliéderek, felépitésiikkben a
3 kitiintetett szerepet kap. A szabalyos testek minden
hatarold-lapja egyenl6 oldalu és szogi szabalyos sok-
szog. Platé, azi.e. 5. szazadban élt gorog filoz6fus utdn

»platoi testeknek” is nevezik Gket.
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7.1. abra Tetraéder

Platé sztletési helyét nem ismerjik, de feltételez-
ziik, hogy Athénban, vagy a kézelében élt. Nemesi csa-
ladban kivéltsdgos nevelésben és kivalé oktatdsban
részesult. Megalapitotta az Athéni Akadémiat, egyik
tanitvinya a kordbban mar emlitett Arisztotelész volt.
Filozéfiai mivei jéval ismertebbek, mint matematikai
targyd munkai, de mivel érdeklédését felkeltették és
osztalyokba sorolta a szabdlyos testeket, igy réla ne-
vezték el azokat.

Ot szabdlyos poliéder létezik: tetraéder, hexaéder,
oktaéder, a dodekaéder, amelynek 12 lapja van, és a
20 lappal rendelkezé ikozaéder. Hirom olyan szaba-
lyos test van, a tetraéder, az oktaéder és az ikozaé-
der — e két utébbi a 7.2. dbran lathaté — melyek lapjai
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haromszogek. Az oktaéder lapjait, ahogy neve is jelzi,
8 egybevagd haromszog alkotja. Az ikozaéder a leg-
bonyolultabb, de kiilléndsen szép szabalyos test 20
haromszogbdl épil fel.

7.2. abra Oktaéder és ikozaéder

A 7.1. 4bran lathato tetraéder és a 7.3. 4bran 1évé
hexaéder és dodekaéder cstcsaiban harom él talalko-
zik. A hexaéder 6 lapja egy-egy négyzet, a dodekaéder
pedig 12 6tszogbol all.

A szabdlyos testeket kiilonos hiedelmek évezték.
Egyesek ugy vélték, hogy az 6t szabalyos test az univer-
zum leképezése. A kiilsé réteg egy tetraéder, benne egy
kocka, a kockan belul egy oktaéder, amely dodekaédert
foglal magaba. Legbeliil a mind kézil legbonyolultabb

test, az ikozaéder jelképezi a mi vilagunkat.
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A hiromdimenzids geometriai vildg algebrai meg-
jelenitése az ismerds Descartes-féle koordinata-rend-
szerben lehetséges, ahol minden pontot harom koor-
dinata hataroz meg:

P=(xy,2).
Ezt a rendkivil kényelmes abrizolast a francia
Descartes-nak, a 17. szdzadban élt francia matemati-

kusnak és filoz6fusnak koszoénhetjik, akinek szalls-
igévé valt mondasa: ,cogito, ergo sum”.

7.3. abra Hexaéder és dodekaéder
Ez a rendszer lehet6vé teszi, hogy bonyolult harom-

dimenziés alakzatokat egyszeri algebrai formaban fe-
jezzink ki, ez az analitikus geometria.
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A kétdimenzids sik vilagok ideje régen lejart. Mar
az trben 1év6 objektumokkal foglalkozunk. A hdrom-
dimenzids vilagirben is igaz, hogy barmely két pont
meghatdroz egy egyenest. Pitagorasz tételének hi-
romdimenzids dltaladnositdsa adja két pont tavolsagat:

& =(x,~x )V +@,~y,) +(@z,~2,).

Tovabbd, barmely harom pont definial egy sikot: a
harom pont kéziil 2-2 pontot 6sszekotd hdrom egyenes,
vagyis egy haromszog 4ltal. Még tovabb menve, négy
olyan pont a hdromdimenzids térben, amelyek nem es-
nek egy sikba, meghataroz hirom kilénb6z6 sikot, és
az altaluk kozrefogott alakzatot négy haromszog, azaz
egy tetraéder hatarolja. Mivel a hdromszogek kitoltik a
kétdimenziés szabalytalan geometriai alakzatok terti-
letét, a tetraéder alkalmas arra, hogy haromdimenzids
testek térfogatat toltse ki.

A trigonometridt, amelynek er8sségeit az 5. fejezetben
részleteztik, dltaldnosithatjuk hdrom dimenziéra. Ha
megGrizzik a haromszogek sikbeli alakjat, de megenged-
jik, hogy a haromdimenziés koordinita-rendszerben
kiil6nboz6 haromszogek mas-mds sikokban helyezked-
jenek el, alehetségek gazdag tarhazat kapjuk.

A 6. fejezetben bemutatott, tavolsagok meghatdro-

zdsara szolgald egyszer haromszogelési mddszer ilyen
moédon kénnyen altaldnosithatd, és a csillagaszok széles
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korben hasznaljak: mérhetd szogek és ismert tavolsa-
gok alapjin a nagyon tavoli objektumok tévolsdganak
és méretének megillapitdsira. Ez a mddszer kiilénosen
rekurziv médon hatékony. Ha mdr ismerjiik egy meg-
kozelithetetlen pont tavolsdgat — és a legtobb égi pont
elérhetetlen szdmunkra — ebbél az ismert tavolsidgbdl

kiindulva tovabbi hiromszogeléseket végezhetink.

A GPS (global positioning system = dltaldnos helyzet-
meghatarozé rendszer) késziilék is egy haromdimenziés
haromszogelési feladatot végez, amikor harom kalén-
b6z6 helyzet(, ismert égi pont segitségével megallapitja
egy pont helyét -lasd 7.4. dbra. Elektromagneses jelek
kozvetitésével leméri a vevéallomas és a harom, Fold

korili palyan 1évs miithold kozotti tavolsdgot.

A miholdak - egymastdl és a vevéallomastol mért
tavolsdga altal definialt — relativ helyzete lehet6vé te-
szi, hogy extrém pontossidggal meghatarozzuk a Foldon
1évé vevééllomas pozicidjat. Mindehhez csak egy kis
trigonometria kell. Az elv haromnal kevesebb miihold
esetén nem muikodik, de haromnal t6bb sem sziikséges.

Ujra megjelent a magikus harmas szam.
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GPS vevé

7.4. abra GPS haromszogelés

Az el6z6 fejezetben bemutatott, szabalytalan tertiletek
lefedésére alkalmazott masik haromszogelési médszert
is dltalanosithatjuk harom dimenzidra, ez a Delaunay-
tesszellaci6. Harom dimenziéban a Voronoj-poligon
olyan poliéder, amelynek minden pontja kézelebb fek-
szik egy térbeli ponthoz. Mivel a térben minden pontot
négy ilyen poliéder vesz koril, a Delaunay-haromszog
tetraéderré valik. A folyamat végeredménye, hogy egy
haromdimenziés targy belseje tetraéderekbdl épithet
fel, és a feluletét haromszogek hataroljak (a tetraéde-

rek lapjai).
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A szabélytalan haromdimenziés testek tesszellacids
eljarasat széles korben alkalmazza a tudomany: a fizikatdl
abiolégidig. Még a szabélytalan alakd objektumnak te-
kinthetd emberi testrészek is felépithetSk tetraéderekbol
a tesszellaciés médszer alapjan. Egy példaa 7. 5. dbran:
az emberi kéz modellje tetraéderekre bontva. A folya-
mat végén a kéz kiilsé feluletét haromszdgek boritjak.
A durva felbontas miatt a felszin kissé érdesnek tiinik,

de tovébbi finomitdsokkal ez konnyen megsziintethetd.

7.5. dbra Egy kéz tesszellaciés felbontasa

A szamitégépes grafika a szadmitogépes jatékokban
és a filmiparban hasznadlja fel azt, hogy a tesszellaciés
felbontasu testek kiilsé felszinét haromszogek fedik
le. Bar egy targy pontosabb mddszerrel is leirhato, a
haromszogleti sikfeliletek megjelenitési sebessége

sokkal gyorsabb, mint a pontos geometriai dbrazolasé,
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ezért vonzo ez a technika. Ha elég nagyszamu tetraédert
hasznalunk fel, és ennek megfeleléen a feliileti harom-
szogek is egyre kisebbek, akkor a képalkotas elég pontos,
de ha szitkséges, akkor a tetraéderek és a hozzatartozé
haromszogek mérete tovabb finomithaté ugy, hogy az
emberi szem szdmara elfogadhaté legyen.

Hogy az igazsdghoz hiven beszéljiink az univerzum
dimenzidirdl, Minkowski nevét is meg kell emlitentink.
Az orosz birodalomban, a mai Litvania tertiletén sziiletett
a19. szdzad masodik felében. Matematikai munkassagat
féleg Németorszagban és Svdjcban fejtette ki. Mialatt
Svéjcban dolgozott, rovid ideig Einstein is a tanitvanyai
kozé tartozott, igy munkaik érokre 6sszekapcsolddnak.
Minkowski egy négydimenziés fizikai tér gondolatat
vetette fel, a hdrom geometriai dimenziét az idével,
mint negyedik dimenziéval egészitette ki.

A térben két pont k6zotti tavolsag definicidja:
P= -t ey x P - (3,9, - -2,

ahol t azid6t, ¢ pedig a fénysebességet jeloli. Bizonyos
értelemben a fejezet elején bemutatott, a Féldon kiviili
targyak leirdsat szolgdlé haromdimenzids szférikus
rendszerben is megtaldlhaté egy rejtett id6-tényezd,
amikor a rendszer ,figgéleges” tengelyének meghata-
rozasakor bevezettiik a referencia-datumot. Ugy tiinik,
ha egyszer kiléptunk a foldi vilagbdl, akkor a négydi-
menziés térbe kerulunk.
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Minkowski négydimenziés tér-elképzelése a 20.
szazad els6 évtizedében jelent meg, és tokéletesen bele-
illett Einstein specidlis relativitidselméletébe, valéjaban
megoldva annak néhany matematikai nehézségét. A fi-
zikai univerzum, mint relativisztikus tér-idé kontinuum
megfogalmazast a tudésok széles korben j6 megoldasnak
fogadjik el a csillagaszati tavolsdgok leirdsdra. Napjaink
egyik nagy kihivasa, hogy ezt az elméletet és az atomfizi-

kéban a részecskék vilagat Gsszeegyeztessuk egymassal.

Léteznek 4j, néha kissé ezoterikus elméletek, mint
a hurelmélet. E szerint az univerzum 11 dimenzids,
amelyben a hurok feltehetéen élnek és megadjak léte-
zésiink alapjait. Feltételezik, hogy a hiir egydimenziés
objektum a 11 dimenziés térben, leginkdbb egy gorbére
hasonlit a mi harom dimenziénkban.

Azutan léteznek kozbulsé, egynél tobb, de tizenegy-
nél kisebb dimenzi6s targyak, melyek elnevezése 2, 3, 4,
...-branok. Leginkabb a mi haromdimenziés vildgunkban
1év6 kétdimenziés membranokhoz hasonléak (innen
ered a nevik). Sokan tdmadjik a rejtélyes elméletet,

amelynek bizonyitdsa egyaltaldn nincs.

Nyiltan el kell ismerntink, hogy minden, amit ed-
dig elértiink a hirom dimenzién tal: egy batortalan
lépés az id6be, a hadrmas szam kapu-szerepének tjabb

bizonyitéka.
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8. fejezet

A HAROM, MINT PRIMSZAM
ES TOVABBI KUTATASOK

A harmas szam egy kittntetett szdmcsoport, a prim-
szamok tagja.

A primszam csak eggyel és onmagaval oszthato - és
valamiképpen talanyos. Még nem ismerjik azt a sza-
balyt, ahogyan e szdmok sorozata létrehozhatd, és nem
tudjuk leirni a szdmegyenesen valé eloszlasukat sem.
Ahédrom rendkivili helyet foglal el a primszamok so-

rozatdnak elején.

A harom a legels6 szabalyszerd prim, és paratlan,
ahogyan a kett6t kivéve az 6sszes tobbi primszam is.
A kettén kiviil nincs paros primszam, mivel minden
mds paros szam oszthatd kettével, igy nem lehet prim.
Egyesek szabdalytalan primnek tekintik az egyet és a
kettét. Masok egyaltalan nem tartjak primnek az egyet,

bar bet( szerint kielégiti a definiciét.
Minden mds szdmot, amelyik nem primszam, 6sz-

szetett szamnak neveziink, mivel egyt6l és 6nmaga-

tol kiillonb6z6 szorzétényezdbkre bonthatéd. Példaul a 4
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az elsé osszetett szam: felirhatd 1-4 vagy 4-1 szorzata-
ként, masrészt gy is, mint 2-2 - ez olyan tényezdkre
bontds, amely kizarja, hogy prim lehessen.

Ezért a primszamok a szdmok vilaganak végsé épi-
tékovei. Minden szam, amelyik nem prim, felépithetd
primszamok szorzataként, de a primek nem bonthaték
mads szdmokra. Oszthatatlanok.

Legel6szor Euklidesznél, i. e. 300 koril taldlko-
zunk primszdmokkal. S6t, Euklidesz bebizonyitotta,
hogy végtelen szamu prim létezik, és ezzel taldn a
legizgalmasabb talalés kérdést tette fel: egyide;jii-
leg a szamegyenesen tobb olyan szdmhalmaz van,
amelyek mindegyike végtelen sok elembdl all. Ezt a
rejtvényt végil csak a 19. szdzad végén oldotta meg
az orosz sziiletési német matematikus Cantor, hires
szamolasi alapelve segitségével, amely egy kés6bbi

fejezet témdja.

Euklidesz szellemes bizonyitdsa elvileg elég egy-
szer(. Azt allitotta: tegytk fel, hogy a primek szdma
véges. Ebben az esetben minden primszdmot 6ssze-
gyUjthetink és §sszeszorozhatjuk ket egymadssal.
Ezutan a szorzathoz adjunk hozz4 egyet, ekkor két
lehet6ség van: vagy egy 4j primszamot kaptunk, vagy
egy Osszetett szamot. Ha ez egy prim, akkor az eredeti
halmaz nyilvin nem tartalmazta az 6sszes primsza-
mot, és helytelen az a kiindulasi feltételezés, hogy a
primek szdma véges.
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Masrészt, ha az igy kapott 4j szam 6sszetett, akkor
kell legyen olyan szorzétényezdje, amely nem szere-
pelt a primszamok eredeti halmazaban. Ezért a véges
szamu felsorolt primszamon kivil léteznie kell még
mas primnek. Vildgos, hogy mindkét eset azt mutatja,
hogy a primek szdma végtelen, mivel mindig el tu-
dunk 4llitani egy Gjabb primet, tekintet nélkil arra,
hogy mekkora a halmaz.

Az el6z6 gondolatmenetbdl az is kovetkezik, hogy
végtelen sok Osszetett szam van. Végtére a fenti mé-
don keletkez6 minden egyes (ij primszam segitségével
végtelen sok Uj 6sszetett szam allithat6 elé. Konnyen
belathato, hogy minden egyes primszammal, — példaul
a kedvenc hdrommal - végtelen sok Gj Gsszetett szam
képezheto: 3-3=9, 3-3:3=27, 3-3-3:3=81, ..., 3-3 ... -3=3,
ahol k megmutatja, hanyszor vettiik szorzétényezének
ahdrmat. Ez végtelen sokszor elvégezhetd, ezért min-
den egyes 4j primszdm végtelen szimu 0 6sszetett
szadmot general.

A primszamok egyszeri definiciéja alapjan azt hi-
hetjiik, hogy kénnyen létrehozhaték. Az biztos, hogy
Eratosztenész gorog matematikusi.e. 200 koral kitaldlt
egy mddszert a primszamok kikeresésére. Eratosztenész
Alexandridban élt, mint Euklidesz, csak 75 évvel ké-
s6bb. Kisérletet tett arra, hogy meghatarozza a Fold
meéretét, igen ambicidzus cselekedet, figyelembe véve

arendelkezésére 4116 id6t és eszkozoket. A primszamok
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kivéilasztasi médszere nagyon egyszerd, de rendkiviil
faraszto, mivel azon alapul, hogy egy bizonyos szdmot
kivalasztva az 6sszes nala kisebb szamot felsoroljuk,
és a mar megtalalt primek tobbszoroseit végig kihaz-
zuk. A mddszer neve Eratosztenész szitdja, és gy mu-
kodik, hogy minden masodik szamot kiejti a 2 utan,
minden harmadik szdmot a 3 utdn, minden 6tddiket

az 5 utan, stb.
Péld4ul a 15-nél kisebb primek keresése:

1,2, 3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12, 13, 14, 15
1, 2,3, x,5,%x, 7, x,9, x, 11, x, 13, x, 15
1, 2,3, x, 5, x, 7, x, x, x, 11, x, 13, x, x

A moédszer kovetkezo 1épése, hogy minden 6t6dik
szamot kellene kirostalni, de 10 mar kiesett, mivel a
2 tobbszoérdse, és 15 is kiesett, mivel a 3 tobbszorose.

Amikor minden hetedik szamot htiznank 4t, 14 mar
kiesett, mivel a 2 tébbszérése. Igy az utolsé megmaradé
szama 11, ezt kovetéen 22 esne ki, de ez mar kiviil esik
a vizsgalt tartomanyon, ezért a folyamat véget ért.
A primszamok 1 és 15 kozott: 1, 2,3, 5,7,11,13.

Az els6 néhdny prim alakja is érdekes sémit

kovet:

22-1=3, 22+1=5
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mindkettd prim, de
25-1=7 2°+1=9

koziil csak az egyik prim, a masik 6sszetett szam.
Majd

2¢-1=15, 2*+1=17

az els6 6sszetett szam, a masodik prim. Mint a pél-
dakbodl is lathato, a 2% + 1 alak néhany esetben prim-
szdmot ad, de nem mindig.

A17. szdzadban Fermat, egy francia amat6r matema-
tikus, aki egyébként tigyvédnek tanult, megsejtette, hogy
ha a kitevében 2-hatvény szerepel, akkor a kapott sza-
mok primek. Manapsag Fermat-szdmoknak nevezziik a

27 +1

alakt szamokat. Az elsé Fermat-szam a 3, mivel 3 =
2% +1 és primszam is. Azonban Fermat sejtésével ellen-
tétben nem minden Fermat-szdm primszam.

Azok a Fermat-szamok, amelyeknél a kitevd

n=0,1,2,3,4,

amegfelel6 szamok pedig
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3,5,17,257,65537,

primszamok. Egy évszdzaddal Fermat utdn azon-
ban Leonhard Euler svéjci matematikus-6rids bebizo-
nyitotta, hogy

22" 41

nem prim. A szamitégépes technolégia hajnaldan
egészen az n kitevé tizezres nagysagrendjéig vizsgaltak
az igen nagy Fermat-szdmokat, és mindrél kiderlt,
hogy 6sszetett szam. Még ma is nyitott a kérdés, vajon
ebben az osztalyban csak n = 4 -ig kiz4drdlag az elsé ot

Fermat-szam primszame-e.

Az 1800-as években Gauss egy nagyon érdekes 6sz-
szeflggést bizonyitott be, azt allitotta, hogy csak a prim
Fermat-szdmoknak felelnek meg egyenes vonalzéval és
korzével megszerkeszthet6 olyan szabalyos sokszdgek,
melyeknek oldalszama prim. Tudjuk, hogy a hdromszog
és az 0tszog megszerkeszthetd, vajon miért nem tudunk
hétszoget szerkeszteni? Gauss zsenialis bizonyitasa
tulmutat e konyv keretein, és csak a csodélkozas a ré-

sziink, hogy miért igaz ez.

A harmas szdm prim-természete tobb anndl, mint
hogy ez az els6 szabélyos prim, vagy az elsé Fermat-
szam. Mds primszam-definicidk osztalyanak is eleme.
Péld4ul ez az els6 un. Mersenne-prim, azaz 27 - 1 alaka
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prim, ahol p primszam. Ezt az osztalyozast az 1600-as
évek elején Mersenne francia szerzetes hatdrozta meg,
aki a koordinata-rendszerérdl hires Descartes iskola-
tarsa volt.

Vilagos, hogy 2?- 1 = 3 az elsé ilyen alakti prim, a ké-
vetkezé elem 23 - 1 = 7. Akovetkez6 néhany Mersenne-
primr6l, 2°-1 =31 és 27-1 = 127 mar az 6kori gorogok is
felismerték, hogy primszam. Szamos Mersenne-primet,
mint 27 -1 és 2 - 1 még Mersenne osztalyozasa elétt,
a kozépkorban fedeztek fel. 23! - 1 volt az elsé nagy
primszam, melyrdl Euler a 18. szdzadban éllapitotta
meg, hogy Mersenne-prim.

A Mersenne-szamok osztalya azonban nem teljesen
zart. Példaul 27 - 1 p=11,23,29,37 esetén nem primsza-
mot ad. Azonban mégis hatékony definicié 4j primek
keresésére, még a legfejlettebb szamitégépek kordban
is. Ha meg akarjuk gyorsitani a Mersenne-primek kere-
sését, a hdrmas szdm egy masik érdekes megjelenését,
ahdromtagu sorozatot alkalmazhatjuk, ez egy késébbi
fejezetben szerepel.

A 19. szdzad kzepén a francia Lucas alkotta meg a
kovetkez6 sorozatot:

L=L,+L,

melynek elsé tagjai
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Ezért
L,=2+1=3,
Ez a Lucas-sorozat, amelynek tagjai
L=2,1,3,4,7,11,18, 29,47...

Az eredmény érdekessége az, hogy sok Lucas-szam
prim. Val6jdban a 4 és a 18 esetét kivéve az 6sszes tobbi
primszam (eltekintve az 1 és 2 vitatott primszam volt4-
tol). Mivel a sorozat definicigja alapjan a Lucas-szamokat
nagyon egyszer( el6allitani, a szamitdgépes szamelmé-
letben hatékony médszer a nagyon nagy primszamok
keresésére, amely tovabbi kutatasi téma.

A primszamok vildgiban a 3 egy masik sajatossaga,
hogy az egyetlen olyan prim, amely szomszédos egy
masik primmel, a kettével. Ennélfogva sok primszam
alakja

(23)n+1

ahol n egész.
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Példauln =1 esetén 5 és 7 az eredmény, n =2 adja11
és13 —at,n=317-etés19-et. Azonbann =4 ésn=6nem
primszamot ad, den = 5 ésn =7 eredménye 29, 31 vala-
mint 41, 43. Ez alapjan gondolhatnank, hogy a primek

(23)p+1

alakuak, ahol p prim. Azonban p = 11 esetén remé-
nyeink meghitdsulnak, mivel 65 nem primszam. Ahogy
sok maés, a primszdmokra vonatkozé igéretes hipoté-
zisrdl, errdl is kiderult, hogy nem érvényes, azonban
tovabbi érdekességeket rejt.

frjuk fel a természetes szamokat harmasaval, két

oszlopba rendezve:

1,23, 4,5,6

78,9, 10,11,12
13,14, 15, 16,17,18
19, 20, 21, 22,23,24
25,26, 27, 28,29, 30
31, 32,33, 34,35, 36
37,38, 39, 40,41, 42
43, 44,45, 46, 47,48

Ha megfigyeljitk a vastagon kiemelt primszamok el-
helyezkedését, felting, hogy a kezdgsort kivéve mindig
ugyanabban a két oszlopban taldljuk meg a primeket.
Az els6 harmas csoport elsé oszlopaban, a masodik
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harmas csoport méasodik oszlopaban (csodalatos a szim-
metria). A t6bbi oszlopban egyaltaldn nem taldlhatdk
primszdmok. Sajnos a primszamokat tartalmazé osz-
lopokban nem kizarélag primek vannak: az elsé oszlop
25-nél, a masodik oszlop 35-nél téri meg a szabalysze-
riséget. Ezért ez sem bizonyult az emberiség keresett
csoda-mddszerének, és a primszdmok elhelyezkedése
tovabbra is kutatas tirgya maradt.

Goldbach német matematikus sokat igér6 sejtése,
hogy minden 3 fsl6tti (Gjra a hatarkapu!) paros szam
felirhat6 két primszam 6sszegeként:

4=2+2,6=3+3,8=3+5,...

Bizonyos paros szamoknak kétféle alakja is 1étezik,
példaul:

10=3+7=5+5.

250 év elteltével a sejtés még mindig nem bizonyi-
tott. Azonban az sokkal figyelemre mélt6bb, hogy a mo-
dern szamit6gépek 10" nagysagrendig megvizsgaltak
mar, és nem talaltak ellenpéldit. Ez a tény hihetébbé
teszi a sejtést, de természetesen nem kezeskedik arrdl,
hogyigazis.

Anagy primszamok elragadjik az ember képzeletét.
A ma ismert legnagyobb primet 2008-ban egy tudds-
csoport fedezte fel, ez egy Mersenne-prim
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243112609 -1.

A szam 12.978.189 szamjegybdl 4l és a 45. ismert
Mersenne-prim. Ezeket a nagy szamokat féleg azért
keressiik, hogy eloszlasukrél valamiféle szabélyszert-
séget dllapithassunk meg, és hogy rapillanthassunk az
univerzum egyik titkdra.

Miért olyan fontos ez a téma? Azért, mert ha altala-
ban ismernénk a primszamok elhelyezkedését, akkor
konnyen felirhatndnk a nagyon nagy szamokat szor-
zat-alakban. Ez veszélyeztetné a pénziigyi vilag titko-
sitasi rendszerét, mivel a tranzakcidk titkos kédolasa
konnyen feloldhaté lenne. Ez hatalmas 6sztonzést ad
a kutatashoz, nem beszélve arrdl, hogy halhatatlanna
valik, aki megoldja ezt a problémat, amely az elmult sz4-
zadok sordn sok matematikus zsenit aldzatra késztetett.
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9.fejezet

FRANCIA ROGESZME:
AHARMADIK HATVANY

Eddig féleg a hdrmas szam hatvanyozott szerepét vizs-
galtuk. Most matematikai értelemben tanulmanyozzuk
aharmadik hatvanyt. A matematikai gondolkodas kez-
dete 6ta kihivast jelent egy szam harmadik hatvinya-
nak bonyolultsaga. Kiillonos érdeklédés fordult afelé,
hogy kapcsolatot taldljanak egy szam harmadik hatva-
nyai, a kobszamok, és mas természetes szimok kozott.
Az 6kori gorogok mar felismerték, hogy egy kéb-
szam mindig felirhatd, mint egymast kévetd paratlan
szamok Osszege:

13=1,

2)=3+5 =8,

33=7+9+11=27

Egy tovabbi példa:
5%=21+23+25+27+29=125

jelzi, hogy 4ltaldnos szabalyrdl van sz6. Elég kénnyd
felirni egy kobszam 6sszeg-alakjat, ha megfigyeljiik,
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hogy péros kobszam esetén az egymast kovetd paratlan
szamok Gsszege paros szamu tagbdl all. Es egy parat-
lan kobszam felirdsakor az egymast kovets paratlan
szdmok 6sszegében paratlan szdmu tag szerepel, és a
tagok szama megegyezik a hatvinyalappal, példdul:
8 = 23 esetén kettd, 125 = 53 esetén 6t.

Még érdekesebb ennek a kérdésnek a forditottja:
hogyan lehet egy természetes szamot kobszdmok 6sz-
szegeként elgallitani. Ez teljesen mas probléma.

Tekintstink el6szor egy kobszamot. Természetesen ez
egyetlen szdm kobe lehet csak, példaul 27 = 3°. Masrészt
vegylunk egy nem-kébszdmot, példaul 23.

23=22+23+ 13+ P+ 13+ 13+ 13+ 13+ 13

Ezkilenctagu (3°) 6sszeg. Egy kevéssé ismert 18. sz4-
zadi angol matematikus Waring sejtése volt, hogy minden
természetes szam felirhaté legfeljebb kilenc kobszam
osszegeként. Ez biztosan igaz a kdbszdmokra, de példaul

36=33+2%+13

csak hdrom tagbdl épil fel. A Waring-hipotézis je-
lentGsége az, hogy fuggetlentl a szdm nagysagatdl a
kobszamok 6sszegzésekor legfeljebb kilenc tag szerepel.
Majdnem tovabbi két évszazad telt el, amig bebizo-
nyitottak, hogy a 23-on kiviil egyetlen olyan szam léte-

zik, amelyben a tagok szama kilenc, és ez a szdm a 239
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239=43+43+33+ 33+ 33+ 3%+ 1%+ 13+ 18,

Ez rendkiviil furcsa, mert arra kovetkeztethetiink,
hogy még a nagyon nagy szamokat is felirhatjuk leg-
feljebb nyolc kobszam 6sszegeként. Feltiing, hogy a 3
ismét alapvetSen kapuként viselkedik, és nem taldlunk

magyarazatot.

Barmilyen kiil6nés is ez, még érdekesebb, hogy jelen
pillanatban a legnagyobb szam csak a 454, amely nyolc
kobszam 6sszegébdl all. Ezt szamitogép segitségével alla-
pitottdk meg gy, hogy egészen 50.000-ig kerestek ilyen
szamokat. Folytat6dik a kutatds, de gy tlnik, van egy
maximadlis szdm, amely f6l6tt minden szam felirhaté

kevesebb, mint nyolc kobszam 6sszegeként.

I. e. 100 koril a gorog Diophantus megoldést kere-
sett a kévetkez§ tipusu egyenletekre:

By =23

O is Alexandridban dolgozott, mint Euklidesz és
Eratosztenész, és Arithmetica cim( mive mdig fennma-
radt. Ahogy Euklidesz a geometria atyja, tgy Diophantus
az algebra megteremtdje. Megallapitotta, hogy az egyenlet
masodfoku esetben kénnyen megoldhat, ha feltessziik,
hogy a szdmok alakja

x=a+v2ab
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és

y=b+2ab,

ahol 2ab teljes négyzet, vagyis négyzetgyoke egész
szdm. Ezutadn a jol ismert binomidlis azonossagot
alkalmazva:

x*+y? =a?+ 2av/2ab + 2ab + b? + 2b2ab + 2ab.
Atrendezve és csoportositva a jobb oldalt:
(a+b)?+2(a+b)V2ab+2ab=(a+b+/2ab)? =2

Ezért a harmadik egész szam alakja:

z=a+b+2ab.

Ennek alapjdn nagyon egyszeri a pitagoraszi szam-
harmasok el6éllitasa.

Példaul valasszuk az x = 5 esetét. Ugy kell felirnunk
5-6t, mint az a szam és egy teljes négyzetbdl vont gyok
Osszege. Ez csak egyetlen médon lehetséges:

x=5=1+4.

Tehata=1és

4 =+/2ab =J21-h =\/21-8 = /16
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b = 8 —at kaptunk és
y=8++2ab=8+4=12.

Ezért
z=1+8++16=13,

és valéban
524122=13

Elkeriilve minden gyandusitast, hogy szandékosan
hagytuk ki x = 4 esetét,

x=4=2+4=2++221
és kapjuk, hogyb=1,y =1 +4=3ész=2+1+2=5.
Ezt a pitagordszi szimharmast mdr ismerjuk, tehat az

eljaras akkor is j6l mikodik, ha x>y és megforditva.

Azokban az esetekben is alkalmazhato, ha a kiindu-
lasi x érték tébbféle mddon felirhatd, péld4ul

x=9=1+8=5+4
mindkét alak j6 eredményt ad. Az elsé esetben y =12

és z =15; a masodik esetben y = 40 és z = 41. Mindkét
megoldasra igaz, hogy
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924+12%2=15
és
92+ 40% =412

Diophantust a harmadfoku egyenlet esete foglal-
koztatta, de nem taldlt r4 megoldast. A matematiku-
sok majd 1700 évvel késébb vagy azon faradoztak,
hogy megoldast taldljanak, vagy bebizonyitsdk, hogy
nincs megoldds.

Amir emlitett igyvéd és amatSr matematikus Fermat
az 1600-as években olyan érdekes megallapitast tett,
amely a kovetkezé szdzadok sordn nem hagyta nyu-
godni a kutatékat. Diophantus Arithmetica c. konyvé-
nek margdjira Fermat azt irta, hogy azért nem taldlta
meg Diophantus a harmadfoku egyenlet megoldasit,

mert lehetetlen megoldani az
Xn + yn = Zn

alaku egyenleteket n > 2 esetében ugy, hogy egész
szdmokat kapjunk. Azt is odairta, hogy be tudja bizo-
nyitani, csak nincs elég hely a kényv margéjan.

Miutan Fermat minden més tételét vagy sajat maga,
vagy masok bebizonyitottak, csak ezt az egyet nem,
ezért lett Fermat utolsé tételének elnevezve.

Egy ideig abban reménykedtek, hogy taldlnak egy
ellenpéldat a Fermat-sejtésre, bemutatva, hogy téves.
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Néhanyan kozel jartak hozza. Szamos ehhez hasonlé
példa meriilt fel:

6°+18°=9°-1,

vagy

216 +512=729-1,

ahol az eltérés csak 1. De pontos céfolat nem sziile-
tett Fermat sejtésére.

Fermat az n = 4 esetet indirekt médon bizonyitotta,
mikoézben egy mésik probléman dolgozott. Azt az el-
jarast alkalmazta, amelyet ma végtelen kicsinyitési
mobdszernek neveziink. Fermat arra térekedett, hogy
ellentmonddasba uitkézzon, ha feltételezi, hogy van
megoldas, példaul

4 4_,4
Xl +yl —Zl.

Ebbél a feltevésbdl kiindulva megmutatta, hogy
akkor egy masik, kisebb megolddsnak is léteznie kell,
mondjuk x,, y,, z,. Ugyanigy ismételve a végtelenségig
egyre kisebb és kisebb szdmharmasok adjak a megoldast.

Ez azonban ellentmond annak, hogy a legkisebb
megolddsi halmazt a természetes szdmok korében kell
keresni. Ezért az eredeti feltevés, — hogy van megoldasa
a feladatnak — hamis, és nincs a természetes szamok

korében megoldasa az
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x+yt=2*

egyenletnek.

Végil a 17. szézadban Euler bebizonyitotta, hogy az
Cry’=2°

harmadfoku egyenletnek sincs megoldasa a termé-
szetes szamok kozott.

Ez azért kilénosen fontos, mivel a 3 primszam (és
kitiintetetten hires), és ha be lehetne bizonyitani, hogy
minden primszadmra igaz a tétel, abbdl kovetkezik,
hogy minden ésszetett szdmra is igaz, vagyis minden

szamra teljesil.

Még szaz év telt el, amig a francia Dirichlet az 6todik

hatviny esetére bizonyitotta, hogy az
Xty =2z°

egyenletnek sem létezik egész megoldasa. Az 1830-as
években egy masik francia matematikus, Lame adta a
harmadik primre, n = 7 esetére a bizonyitast.

Megoldasa részben a szintén francia Sophie Germain
munkéjan alapult. O volt az egyik els6 n6i matemati-
kus, abban az idében, amikor a nék szamara ezt a tevé-
kenységet helytelenitették. Ezt az akadalyt ugy gy6zte
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le, hogy férfinéven mutatta be munkait és olyan sikeres

volt, hogy még Gauss-szal is levelezést folytatott.
Az 1800-as évek elején Sophie Germain a
2p+1

alakt szdmokat tanulményozta, ahol p primszam.
Eszrevette, hogy az ilyen szamok gyakran primek, — az
6 tiszteletére nevezzitk ma Germain-primeknek.

Ez a szamosztaly a Fermat-sejtés n = 7 esetén tor-

ténd bizonyitdsanal valt hasznossa.

Ebben az idében a téma annyira foglalkoztatta
a francidkat, hogy 1850-ben a Francia Tudomanyos
Akadémia 3000 frank 6sszegii dijat tiizott ki a probléma
megolddsara. Vagy tucatnyi matematikus nyujtotta be
dolgozatat, remélve, hogy igazolja, vagy cafolja a sejtést.
Alegismertebb Cauchy volt, aki még egy akadémiai tlé-
sen be is jelentette, hogy kész a megolddsa, de masoké-
hoz hasonléan késébb hibasnak bizonyult.

Akutatas majdnem az évezred végéig folytatédott.
Végiil csak a 20. szazad utolsé évtizedében sikerilt az
Amerikdban dolgoz6 brit Andrew Wiles matemati-
kusnak, hogy az altalanos esetet, tetszéleges kitevére
bizonyitsa.

1995-ben mutatta be bizonyitasat, amelyet a téma

irant egy életen at tarté lelkesedés, és egy évtizednyi
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célzott kutatas el6z6tt meg. A bizonyitds a megszokott
matematikai eszkézokkel nem mutathat6 be, és egy
egész kotetet igényelne a leirdsa. Fermat meglehet8sen
eltilozta, hogy a kényv margéja tual kicsi az altaldnos

tétel bizonyitasara.

Itt elhagyjuk ezt a témat azzal, hogy bebizonyi-
tottak, és a harmas szam wjabb kapu-szerepét jelzi.
Természetesen egy zart kapu figyelheté meg: valamia
hataron tdl, hdromtdl kezdve nem tehetd meg.

Ahdarmas szdm valéban gyakorlatias erejét az 6kori
hajéépitésben betoltott megdobbentd szerepe mutatja
be. Ismeretes, hogy a mediterran népek tébb ezer év
6ta természetes fagerendakbdl bonyolultan hajlitott
bordazatd hajokat épitettek. Kideriilt, hogy a borda-
zat geometriai alakja olyan, amelyet ma harmadfoka
gorbe-illesztési médszernek neveziink. Ez azt jelenti,
hogy az aldtdmasztasi pontok kozotti iveket olyan egy-
szert harmadfoku polinomokkal lehet leirni, melyek

algebrai formégja:
- 2 3
y(x) =a, +ax+ax’+ax’.

Matematikai értelemben azt a fizikai jelenséget,
amikor egy flexibilis gerendat (tangenciélis) egyenesek
mentén meghajlitunk, olyan differencidlegyenlettel
irhato le, melynek analitikus megolddsa harmadfokua
polinomokkal adhaté meg.
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Egyébként a modern hajéépit6-iparban elterjedt
modszer volt, hogy a hajéprofil alakjat flexibilis fabdl
készilt hajlékony vonalzdk, in. spline-ok segitségé-
vel kiteritették a foldon. A tikfabdl késziilt hajlékony
vonalzdkat 6lomsulyok tartottdk dllandé irdnyban és
helyzetben, ezaltal befolyasolva az ivet. Az dlomsulyok
elnevezése delfin volt, és ezen a ponton mar rég talju-
tottunk az egyenes vonalzé hasznélatan.

A 9.1. dbra egy olyan gérbét mutat be, amely négy
pont, és a négy pontban htzott érinték altal megha-
tarozott harom ivbdl all. A teljes gorbe folytonos, és
gyonyorien ivelt, ugyanigy, mint a hajéprofilt meg-
hatédroz6 favonalzé. Az igy nyert ivek szerint szabtak
ki a hajé kiilonb6z6 részeinek borddzatat, és ugyanigy
ezeket a fa-sablonokat hasznaltdk a fém bordazat és a

hosszanti profil elkészitésénél.

9.1. abra Spline-gorbe
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Ezek a fuggvények a matematikai dbrazolas altal a
mérnoki munka szdmos teriletére behatoltak. Még ma
is a hajéépitésben eredetileg hasznalt spline a neviik.
Azonban ma madr olyan, a mindennapi életben el6for-
dulé komplex gorbék matematikai leirdsara hasznal-
juk, mint testiink és arcunk kérvonala, az dllatok és a
névények formadja, az autdk és a haztartasi gépek me-
chanikai részeinek alakja.

Ez az egyszert épit6ké nélkilozhetetlenné vilt a
CAD (Computer Aided Design = szamit6géppel tdmo-
gatott tervezés) és a gyaripar teriiletén; és a harmas

szam erdsségének Gjabb bizonyitékat adja.
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10. fejezet

OLASZ TAMADAS
A KOB-SOROMPO ELLEN

Harmadfoku egyenletet gy kapunk, ha az ismeretlen
harmadik hatvanyat tartalmazé algebrai kifejezést
ugy rendezziik at, hogy a jobboldal nulla legyen, és az
x ismeretlen olyan értékeit keressiik, amelyek megfe-
lelnek a feltételnek.

Altalanos alakja:

3 2 —
X t+ax +a2x+a3—0

ahol nem korlatozza az dltaldnossagot, hogy az is-
meretlen harmadik hatvidnyra emelt tagjanak egytt-
hatéjat egynek valasztottuk, mivel ha elosztjuk az egész
egyenletet a harmadik hatvanyon levé tag egyiitthaté-

javal, ez mindig elérheté.

Az emberi gondolkodast igen hosszu ideig kihivas
elé allitottak ezek az egyenletek. Mig a misodfoka
egyenletek altalanos megoldasit mar idészamitdsunk
elétt tobb évszazaddal ismerték, a harmadfokura vo-

natkoz6 megoldds majdnem két évezredig kisiklott

110



a keziinkbél. Néhany sikeres megoldas sziiletett a har-
madfoku egyenlet bizonyos speciilis tipusaira, adott

egész egyuitthatok esetén.

A kozépkorban az a meggy6z8dés alakult ki, hogy
a harmadik hatviny egy 4thatolhatatlan akadalyt je-
lent, mivel tetszéleges egyiitthatdk esetén a harmad-
foku egyenlet makacsul ellendllt az altalanos algebrai
megoldasi kisérleteknek. Valtoz4s csak az 1500-as évek
elején tortént, amikor az olasz del Ferro tisztan algeb-
rai mdédszerekkel megoldast talalt egy specialis alakdy,
tetszéleges egyttthat6ju harmadfoku egyenletre:

+px=gq.

Annyi korlatozast vezetett be, hogy az egyiitthat6k csak
pozitiv szamok lehetnek, de mint késébb kideriilt, ez nem
sziikséges. Del Ferro szellemes 6tlete, hogy a megoldast
kéttagti 6sszeg alakjaban kereste. Visszahelyettesitve az
eredeti harmadfoku egyenletbe, egy els6 ranézésre ijeszts
hatod-foku egyenletet kapunk, egy (j u ismeretlennel.
Ugy tiint, hogy 6tlete nem valésithaté meg. Azonban ala-
posabb vizsgalat utan kiderilt, hogy valéjdban egy u’-re
vonatkoz6 masodfoku egyenletrdl van szd, amely termé-
szetesen megoldhaté. Mivel del Ferro csak pozitiv egytitt-
hatékat engedett meg, a megoldas mindig valds szam.

Valéban, differencial- és integralszamitasi médsze-
rekkel bizonyithatd, hogy del Ferro pozitiv egytitthatés

egyenletének mindig van valds gyoke.
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Aharmadfoku egyenlet regényes torténetét Tartaglia,
egy masik olasz folytatta (a becenév jelentése: dadogd),
aki del Ferro kortdrsa volt, és egy masik specialis ese-
tet oldott meg;:

Crrd=q.

Sem del Ferro, sem Tartaglia nem oldotta meg az
altalanos problémat. Ez csak egy harmadik (!) olasz-
nak, Cardanonak sikerilt, aki egyes forrasok szerint
csupan két el6dje eredményeit egyesitette. S6t voltak,
akik pldgiumnak tekintették a harmadfokd egyenlet 4l-
taldnos megoldasat, mivel véleményiik szerint Cardano
csak kortarsai eredményeit 6sszegezte és publikalta.

Az 4ltalanos harmadfoku egyenlet megolddsa a
Cardano-képlet:

a4, L. P safa_ T, P a,
N2Vttt Vo 42773
ahol
al2
=q._ -
p=a,—
és
2a2 aa
=- 14+ 124,
=9y 775 ™%

Ez a helyettesités az altalanos feladatot del Ferro

specidlis problémajava dolgozza at. Cardano megoldasa
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lényegében nem mds, mint del Ferro megoldasa, csak
nem alkalmazza del Ferro megszoritdsat a pozitiv
egyutthatdkra. Ebben az esetben negativ szam is lehet
a gyok alatt, és ez olyan helyzet, amelytél a kézépkor-
ban a harmadik hatvinnyal foglalkoz6 matematikusok
zavarba jottek, mivel a komplex szdmokat még nem
talaltak ki.

Cardano ugy dontott, hogy abban az esetben, ha
a képlet negativ szdmot adott a gyok alatt, azok (az 6
elnevezése szerint) ,irreducibilis kobok”, és figyelmen
kivial hagyta.

Cardano egyik olasz kortarsa, a mérnok Bombelli
arra az Oriasi felismerésre jutott, hogy a két tag dsszege
a gyok alatti negativ szdmok ellenére valds szamot ered-
ményez. Batran Ggy dontott, ha feltételezzik, hogy a
gyok alatti negativ szamnak van értelme, a probléma
megoldhatd. Vezessiik be a kovetkezé jelolést:

s=q/4+p*/27.

Ezzel a Cardano-képlet megoldasanak alakja:

u=3‘v %+v—s
és
1/‘1 /
_3 L _ ./l
v= 5 s.
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Bombelli fortélyos 4tirdsa a kovetkez6 volt:

w+vi= %+\/-§+ %—‘/jsﬂl-

Ha alkalmazzuk a két tag harmadik hatvanyéra vo-
natkozo osszefliggést:

(u+v)®=u +3u?v + 6uv + 3w’ + 17,

és végrehajtunk néhany algebrai 4talakitast, akkor

megoldhat¢ lesz az
u+v=r,

ahol r val6s szam. Péld4ul, ha a harmadfoku egyen-
let eredménye

310 + 243 +3V/10- V243 =20 = u +v
akkor Bombelli felirasdban:
w+1°=10 ++/-243 + 10 -/-243 = 20
és ez az algebrai trikk adja, hogy
u+v=>5.

Egyszerii zsebszamoldgéppel ma kénnyen kiszamit-

hat6, de Bombelli nyilvan nem rendelkezett vele. Azt is
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megallapitotta, hogy a Cardano-képletben a gyok alatti
negativ szdm esetén a harmadfoku egyenletnek mindig
harom valés megoldasa van. Taldn ez a legfontosabb
felismerés a harmadfoku egyenletek témajaban, amely
valéban k6z6s olasz vallalkozas volt.

Ugy tiint, hogy végleg félretehet6 a harmadfoku
egyenlet témdja. Azonban mivel annyira nehéz volt a
harmadfoku egyenlet megoldasa, ez 6sztonzést adott
a magasabb foku algebrai egyenletek vizsgalatdhoz.
Hamarosan felmeriilt az az elképzelés, hogy van egy
végs6 hatdr, amely fol6tt az algebrai egyenletek meg-
olddsa nem adhat6 meg zart alakban. Vajon a hdrom
jelenti a soromp6t, — habar nyitott — és utdna nem lé-
tezik megold4ds?

Ezértaz
*+rax’+ax’+ax+a,=0

negyedfoku egyenlet megoldédsa az olasz matema-
tikusokat tovabb foglalkoztatta.

Cardano kortérsa, Ferrari brilidns megoldast adott
ugy, hogy a negyedfoku egyenletet harmadfokava ala-
kitotta 4t, ma ezt kéb-rezolvensnek nevezziik és ez ter-
mészetesen megoldhaté a Cardano-képlet segitségével.
Igy attorte a sorompét, a harmadfoki felhasznalasaval
sikeriilt a negyedfoku egyenlet megoldasa.

115



Az stodfoku egyenlet
5 3 2 —
Xraxtax’+ax’+ax+a;=0

azonban kemény diénak bizonyult. Tébb évszaza-
don at kuzdottek vele, sikertelenil. Egy mdsik torinéi
sziletési matematikus, Lagrange a 18. szazad utolsé
negyedében vette fel vele a harcot. Elemezte az olasz ma-
tematikusok kordbbi munkdit és rajott, hogy elédei ugy
oldottik meg az egyenleteket, hogy egyszertibb alakra
transzformaltak, amely eggyel alacsonyabb fokd, mint
az eredeti egyenlet, ahogy Ferrari a negyedfoku egyen-

letet harmadfoku segitségével oldotta meg.

Azonban nem tudott olyan negyedfoku egyenle-
tet kredlni, amely az 6todfoku egyenletet helyettesiti.
Kiderilt, hogy a segéd-egyenlet nem alacsonyabb, ha-
nem egy fokkal magasabb: hatod-foku egyenletet kapott,
amelyet nem lehetett negyedfokira redukélni. Mégsem

allitotta, hogy az egyenlet megoldhatatlan.

Ezt egy masik olasz, Ruffini tette meg, amikor ra-
ébredt, hogy az 6todfoku egyenletet azért olyan ne-
héz megoldani, mert valéban nem létezik zart alaka
megoldasa. A 18. szdzad utolsé napjaiban jelent meg
General Theory of Equations (Az egyenletek altaldnos
elmélete) c. munkaja, amelyben bebizonyitotta ezt
a tételt. Bizonyitasat a szimmetria és a permutaciok

kapcsolatéra alapozta.
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Egy objektum transzformacidja — szikitstk le a
geometriai objektumokra — szertedgazoé és nagyon 4l-
talanos fogalom. Egy Gjabb trichotémia készon vissza,
mivel harom kiilonb6z6 transzformacié létezik. Ezek
az eltolds, a forgatas és a tikrozés. A transzformacié
szimmetrikus, ha a tdrgy megérzi szerkezetét és meg-
jelenését. A fogalmat az egyenld oldali hdromszog se-
gitségével mutatjuk be.

Ha 120 vagy 240 fokkal forgatjuk el az egyenlé ol-
dald haromszoget, nyilvinvaléan ugyanazt az alakza-
tot kapjuk, mivel forgasszimmetrikus. A nulla fokos
elforgatast is szimmetridnak tekintjuk, egy trivia-
lis esetnek. Ezért az egyenl oldald haromszognek
harom forgisszimmetridja van. Ugyancsak harom a
szimmetriatengelyek szdma, mivel az egyenlé oldala
haromszog barmely szogfelezjére (titkor)szimmetri-
kus, 14sd 10.1. abra.

+ (L 3
10.1. abra Az egyenlé6 oldala haromszog szimmetriai
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Ennélfogva az egyenl6 oldalt haromszog hat szim-
metridval rendelkezik.

Jeloljilk X, Y, Z —vel egy egyenl6 oldali haromszog
csucsait fent kezdve, az dramutaté jirdsaval megegyezé
irdnyban. A hat szimmetriat a csticsokat jel6ls betik
sorrendje irja le, ahogyan a transzformdacié sordn a
csucsok elhelyezkedése megvaltozik

XYz
Z, XY
Y,Z, X
X, ZY
VX Z
Z,Y X

Tehat ez a hdrom bettinek a lehetséges hat permu-
tacidja. Lényegében egy 6sszekotd hidat kaptunk az
egyenlé oldald hdromszog transzformaciéi és a kom-
binatorikai szamitdsok kozott, és lathaté, hogy harom

elem permutaciéinak szama:
31=1-2-3=6

Aljelolést faktorialisnak nevezziik, és altalanos de-
finici6éjat megmutatja a példa.

Ruffini azt dllitotta, hogy ha egy egyenlet megolda-

sait permutaljuk, az nem véltoztat az eredményen, azaz

az egyenlet egyutthatéi és a gyokokon végzett algebrai
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miveletek szimmetrikusak. Ez igaz a harmadfoku eset
hat lehetséges permutacidjara, sét a negyedfoku egyen-
letnél a 4! = 24 permutécidra is.

Bizonyos algebrai egyenletek azonban, mint az
6todfoku 5! = 120 permuticiéja nem enged meg ilyen
szimmetrikus algebrai miiveleteket, ezért ezeknek az
egyenleteknek nincs megolddsa. Ez a bizonyitasi gon-
dolatmenet, hogy az 6todfoku egyenletet lehetetlen
megoldani - kifogastalan. Munkéjit a bizonyitas hia-
nyossaga miatt nem fogadtak el, és életében 6t magat
sem ismerték el. Azonban haldla utdn egy generaciéval
a kovetkez6 korrekt bizonyitasok az 6 szimmetria-ér-

vein alapultak.

Végiil a babért az 1800-as években két tragikusan
rovid életli (nem olasz) matematikus aratta le: mindket-
ten hiszas éveikben haltak meg. A norvég Abel tiiddéba-
jat hazaja zord idéjarasa csak fokozta. A francia Galois
egy parbaj sordn szerzett sebesiilésébe halt bele, - be-
lekeveredett a hazajaban dulé politikai csetepatékba.
Egymastol fuggetleniil, de id6ben majdnem egyszerre
mindketten bebizonyitottdk, hogy az 6tédfokdq, és
barmilyen magasabb foku algebrai egyenletnek nincs

altalanos zart alaka megoldasa.

Abel azt bizonyitotta, hogy egy algebrai egyen-
let csak akkor oldhat6 meg egy képlet segitségével (a
megengedett algebrai miveletek: 6sszeadds, kivonas,
szorzds, gyokvonas), ha az egyenlet szimmetridinak
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permutacié-halmaza feloszthaté specialisan definiélt
primszam részhalmazokra. Ez lehetséges a mdsod-,
harmad- és negyedfoku esetekben, de a magasabb foku
egyenleteknél nem. Ruffini nyomdokan haladva a szim-
metria-érvet hasznalta fel, és ezért ezt a bizonyitast
néha Abel-Ruffini-tételként emlegetik.

Galois mas iranybdl kozelitette meg a kérdést, és
bizonyitdsa a matematika egy 4j d4gdnak, a csoport-
elméletnek alapjat képezi. A permutaciok lehetséges
szamat csoportokba osztotta és bebizonyitotta, hogy
csak azok az egyenletek oldhat6k meg, amelyek szim-
metria-csoportjai specidlis, in. normal alcsoportokba
sorolhatdk. Bizonyitasat életében vonakodva fogadtak,
mert radikélisan Gj megkozelitését a matematikai elit

nem szivesen ismerte el.

Végiil kiderilt, hogy a kéb egy hatarsorompd, bar
nem athatolhatatlan, mivel a negyedfoku egyenletre
létezik (a harmadfokun alapul6) megoldas, azonban
mégiscsak a megoldhatatlan teriiletének 6rszeme. Most
inkabb filozéfiai vizekre evezunk. Csak negyedfokuig
létezik altaldnos megoldas (az is a harmadfoku segit-
ségével), de miért ilyen médon épiil fel a matematika?
Vegyuk észre, hogy ez nem ugyanaz a kérdés, melyre
Ruffini, Abel és Galois megadta a valaszt.

Hogy miért ilyen a matematika, erre a kérdésre nincs

valasz, ahogy a hdrmas szam szerepével kapcsolatos sok
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mas kérdésre sem. Ne hibazzunk, Ruffini és a tébbiek
felfedezése ett6l még felfedezés marad. Nem 6k hoztdk
létre a matematika rendszerét, melyet most mélyebben
szeretnénk megérteni.

Csak tovéabb tinédhetiink azon, hogy ki, hogyan és
miért tehette ilyenné.
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11. fejezet

AHAROMLABELVE

A haromlab stabilitasa koztudott, az életben sokszor
hasznos a harom 1ab. Szdmos kéznapi alkalmazasa 1é-
tezik a fényképez6gép dllvanyatdl a cipész haromlaba
székéig. Kicsit 4ltaldnositva: sok algebrai szamitds
hatékonyabb, vagy csakis ugy kivitelezhetd, ha hi-
rom tagot, hdrom pontot vagy hiarom 4tlét vesziink
figyelembe.

A haromtagu sorozatok olyan szamsorok, melye-
ket rekurziv médon definidlunk a harom tag alapjan.
Az egyik legkorabbi ilyen sorozatot egy amatér matema-
tikus irta le az 1200-as évek elején az olaszorszéagi Pisa
vérosaban, akit csak Fibonacci csufnéven ismeriink. Egy
nagyon egyszert, de igen jellegzetes kapcsolat all fenn
aharom tag koézott — ez a Fibonacci-sorozat

F=F,+F,
azaz a sorozat kovetkez6 tagjat mindig az el6z6 két

tag Osszege adja meg. Ez a haromtagu sorozat klasszi-

kus definicidja.
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A kezdbértékek:

F,=0
és
F -1
Ekkor
F,=0+1-1,

és a keletkez6 szamsorozat:
F=0,1,1,2,3,5,8,13,..

Erdekes médon két egymast kovetd Fibonacci-szam
hanyadosa aszimptotikusan kozeliti az aranymetszés
értékét, melynek geometriai vonatkozasairél egy ko-
rabbi fejezetben széltunk. Ha k elég nagy,

F/F ~(/5-1)/2

Fibonaccit valéjédban a harmadfoku egyenlet meg-
oldédsa érdekelte, amely az el6z6 fejezet témaja volt.
A sorozatot azért alkotta meg, hogy a kiilonféle gyokos
kifejezések — mint az egymasba agyazott V a +/-V'b
irraciondlis szdmaival kapcsolatot taldljon. Az 6 idejé-

ben ezektél remélték, hogy elvezetnek a harmadfokud
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egyenlet nehezen megfoghaté altalanos megoldasa-
hoz, és az el6z6 fejezetbdl mar kitinik, hogy j6 nyo-

mon jart.

Harom pontra hagyatkozva a kiilonféle differen-
cidl- és integralszamitasi problémakra is jé kozelits
megoldasokat kapunk. Az egyik ilyen egy fuggvény de-
rivaltjanak a kiszdmitdsa. Geometriailag egy fiiggvény
derivéltja azt jelenti, hogy az adott pontban milyen a
fuggvény érint6jének meredeksége. Bizonyos figgvény-
osztéalyok esetén ez kénnyen meghatdrozhaté az ismert
derivalt-fiiggvény segitségével. Azonban a gyakorlatban
szamos olyan eset adddik, amikor a derivalt-fiiggvény

bonyolult, s6t nem adhaté meg zart alakban.
Aharom pontos véges differencia mddszere a fugg-
vény hdrom ismert pontjit veszi alapul, amelyek koziil

barmelyik pontban kereshetjiik a derivalt értékét.
Legyen a harom adott pont

(%o Vo) O 3, % V,);

és tegyiik fel, hogy x koordinatéik szerint névekvé
sorrendbe rendeztik:

X0<X1<X2.

Gyakorlati korillmények kozott, amikor a hdrom

pontot valamilyen mérés-sorozatbél nyerjiik, az adott
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pontok elég gyakran azonos tavolsigra vannak egy-
mastdl. Példaul ha ez a tavolsag h, akkor

x,=x,+h
és
x2=xl+h.

El8szor hatarozzuk meg a k6zépsé pontban a deri-
valtat. Akovetkez6 rendkiviil egyszert képlet adja a
kozelits értéket a kozépsé pontban:

Foc) =(fGx,) ~ fx,)) / 2.

Ez geometriailag természetesen nem mads, mint
a két szélsé pont kozotti hur meredeksége. Vilagos,
hogy a pontok tavolsiga befolyasolja a kozelités pon-
tossdgit, viszont csak hdrom pontra van szitkségtnk.
Ugyanezen harom pont esetén barmelyik végpontban is

kiszamithatd a derivalt. Példaul a bal oldali végpontban:
f’(x,) = (=3f(x,) + 4f(x,) - f(x,) / 2h.

Ez a szamitas el6re tekint, és a célba vett x, pont
utan kovetkezd két pontot veszi alapul, ezért a képlet
elnevezése eldretekinté harompontos képlet.

Az egyiitthat6k meghatdrozasa figyelembe veszi ezt

a kiegyensulyozatlansdgot.
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Avisszatekinté harompontos képletet ugy kapjuk,
ha egyszertien megforditjuk a pontok sorrendjét.

Egy masik alapvet6 feladat, a fuggvény egy sza-
kaszra vonatkozé integrilja is hatékonyan és pontosan
megoldhaté a hdrompontos megkozelités segitségével.

Ennek geometriai jelentése a fiiggvény alatti tertlet
az x tengelyen definialt végpontok koézott

és

A kozépsé pontot itt is ugy valasztjuk ki, hogy fe-
lez6pont legyen, mint a derivalt esetén. A még ma is
hasznilt, és nagyon hatékony képletet el8sz6r Simpson
brit matematikus irtale a 18. szazadban:

b
JEIdx =1 (F ) + 4 Gc) + £ Gc,)

Itt geometriailag a figgvény minden egyes részét
lényegében parabolaval helyettesiti. A médszer kiter-
jeszthetd tobb pontbdl 4116 olyan halmazra is, amelyen
egyszerre hidrom pontot figyelembe vevd stratégidval
haladunk 4t. Példaul 6t pont esetén

a=x0<xl<x2<x3<x4=b
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aképlet:

b
Jf (x)dx =% (F(x,) +4f (x)) + 2f (x,) + 4f (x)) + f (%))

Nyilvdnvald, hogy a szélsé fuggvényértékek szorzéja
1, a paratlan sorszamu értékek szorzétényezdje 4, a pa-
ros sorszamu tagoké pedig 2. Ez tovabb altalanosithatd
tetszdleges szdmu pont esetére. Gyakorlati esetekben a
folyamat tulajdonképpen forditott. Kiindulunk harom
pontbdl, és fokozatos finomitassal kozbens6 pontokat
iktatunk be, hogy a megoldids pontossagat noveljik.

A finomitasi pontok szdma a fuggvény ,simasaga-

tdl”, vagy ennek hianyatdl fugg.

A hirmas szam jelent8sen hozzdjirul, hogy meg-
allapitsuk egy fiiggvény helyi viselkedését a kérdéses
pont kézelében. Sét az elv, hogy egy nagyobb halmazt
harmasaval kézelitiink meg, még tovabb vihetd, és

eredménye a haromtagu rekurzié.

Ahéaromtagt rekurziok hasonldk a Fibonacci-féle ha-
rom elemmel meghatdrozott sorozatokhoz, de fuggvé-
nyekkel definidljuk. Ilyen jél ismert és nagyon hasznos,
az 1800-as évek elején publikalt haromtagt rekurzié

koszonhetd az orosz Csebisevnek.

A Csebisev-polinomban a hiarom tag kapcsolata a

kovetkezd:
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T, ) =2xT,(x) - T, ,(x).

HaT,(x) =1és T,(x) =x, akkor T,(x) =2x*-1és
T,(x) = 4x° - 3x.

A Csebisev-polinomok érdekes szimmetria-tulaj-
donsdgaik miatt jelentdsen hozzajarulnak a fiiggvény-

kozelitési médszer hasznossagahoz.

Kiszamitva az a, egyiitthatékat megkapjuk egy
fuggvény kozelitését:

flx) = aOTO(x) +a,T,(x) +a,T,(x) +...

Ennek az alaknak kilénésen a periodikus figgvé-
nyek kozelitésénél van jelentésége, mivel célszertibb és
néha hatékonyabb is, mint a Fourier kozelités.

Sok gyakorlati esetben a Csebisev-féle médszer a
nem-trivialis periodikus fuggvények kozelitésekor
fontos.

A széles korben elterjedt harom elemmel definialt
rekurzidk nemcsak az approximaciok esetében haszno-
sak, hanem a matrixok tridiagondlis alakra redukaldss-
ban is szerepet jatszanak. Ezek a tridiagonalis alakok a
harmas szam végtelenbe vezetd kapu-szerepének Gjabb

fontos megnyilvanulasi formai.

Egy A matrix sorokba és oszlopokba rendezett szam-
adatokbdl all.
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a a a
b1 Gy Ay
A

d3; Az dgg

Itt a pontok azt jelzik, hogy a métrix akarhdny sort
és oszlopot tartalmazhat.

Minden négyzetes matrix (melyben a sorok és az
oszlopok szdma egyenld) esetén definidlhatunk egy

nagyon fontos mennyiséget, a matrix sajatértékét:
Ap=Ag,

ahol a A skalar szorzétényez6 a matrix egy sajatér-
téke, és a ¢ vektor egy sajatvektora. A harmadrendd
mitrixnak harom sajatértéke és sajitvektora van.

Régebben féértéknek és févektornak is nevezték,
de végul maradt a német eredet sz6 tikorforditasa.
Belatva, hogy az el6re meghatarozott matematikai
mélység hatdrdhoz értiink, a kévetkezodket viszonylag

egyszeri tarsalgasi szinten targyaljuk.

A sajatérték és a sajatvektor fizikai jelentése rend-
kival fontos abban az esetben, ha a matrix valamely
val6sagos jelenséget ir le. Amikor egy szerkezet, mint
példaul egy hid, vagy reptl6gépszdrny dinamikus visel-
kedését irja le a matrix, akkor a sajatérték az un. rezo-

nancia-frekvencidnak felel meg, amelynél a szerkezet
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instabilla valik. A hozzéatartozdé sajatvektor az instabil
allapotban 1év6 szerkezet alakjat dbrazolja.

A sajatértékek és sajatvektorok geometriai jelentése
egy, amatrix 4ltal reprezentalt ellipszoidhoz kapcsolodik.
Képzeljunk el egy rogbiben hasznalatos labdat, - 1asd
all.1. dbra -, ezt az ellipszoidot ugy kapjuk, hogy egy
ellipszist az x,, x, és x, -mal jelolt koordinatatengelyek
mentén elforgatjuk.

3)
¢

11.1. abra Az ellipszoid f6tengelyei

Az 3bran ¢@, @ és ¢ jeloli a harom sajatvektort.
Geometriai jelentésiik, hogy megadjak az ellipszoid un.
fétengelyeinek irdnyat, a sajatértékek pedig ardnyosak
a fétengelyek hosszaval. Alabdédn ez a legnagyobb és a
legkisebb méretnek felel meg. Megjegyezziik, hogy két

azonos legrévidebb irdny van a labdan, mivel a hosszanti
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tengelyre szimmetrikus. Egy dltaldnos matrix esetén ez
nem feltétleniil igaz. Maskiulonben, - legalabbis harom
dimenziéban - az analégia fenndll. Magasabb rendd
matrixok esetében egy tobb dimenzids labdat kellene
elképzelnink, mivel ez bizonyos mentalis kihivést je-
lent, ezért nem folytatjuk.

Sajnos, kiléngsen nagyméretd matrixoknal a sajat-
értékek és sajitvektorok kozvetlen kiszamitdsa koltsé-
ges miivelet. A matrixban a sorok szimédnak harmadik
hatvanyéval ardnyos a kiszamitas koltsége. Ha a sorok
szama egymillid, a szamitdst még a legmodernebb
szamitégépek segitségével sem lehet a gyakorlatban

végrehajtani.

Szerencsére a mult szdzad kézepén Lanczos Kornél,
egy magyar matematikus kitalalt egy haromtagu is-
métlédést, amely egyedildllé médon alkalmas a mat-
rix tridiagondlis transzformaldsara; ez a matrix csak a
harom 4tléban tartalmaz nem-nulla elemeket. Az ilyen

tridiagonadlis alak:

Itt a pontok mutatjak a tovabbi nem-nulla elemeket

amatrixban. A Lanczos-mddszer a tridiagonalis matrix
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egy bizonyos sordnak 3 elemét szamitja ki minden 1é-
pésben. A hdrmas el6fordulasi tulsulya kétségtelen, de
itt még nem ér véget. A tridiagonalis alak jelent&sége
is haromszoros.

El8szor is ez az alak megtartja a matrix eredeti A
sajatértékeit, ahogy a

Tp =A@

egyenlet mutatja. A tridiagonalis alak ¢ sajatvekto-
rai némiképp kiilénbéznek,

ezt a feliilvonds jelzi, de a matrix eredeti ¢ sajatvek-
torai konnyedén visszanyerhetdk.

Masodszor, a tridiagonalis alak sajatértékei sokkal
kevesebb szamitdssal meghatdrozhatdk. Ez nem tlinhet
fel azonnal a fenti matrix péld4jabdl, de minél nagyobb
amditrix mérete, a tridiagonalis alak annal t6bb nulla-
elemet tartalmaz, és ez 6ridsi el6nyt jelent.

Harmadszor, nincs még egy olyan mdédszer, amely
véges szamu muvelet révén témorebb redukaldst hozna
létre. Eredetileg Jacobi porosz matematikus az 1800-as
évek elsé felében fejlesztett ki egy mddszert, amelynek
célja az volt, hogy egyetlen atléba siiritse az elemeket.
A probléma az, hogy ilyen alak 1étrehozasidhoz a miive-

letilépések szama végtelen is lehet.
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Ugy tiinik, hogy egy matrix tridiagonalis alakja op-
timdlis abban az értelemben, hogy megtartva a matrix
sajatértékeit, véges szami miivelettel ez a létrehozhaté
legtémérebb alak, valdban Gjra a végtelen sorompéjaba
utkozink.
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12. fejezet

HALMAZHARMADOLAS
ESSZAMOLAS A VEGTELENIG

Az tn. halmaz harmadolast vizsgalva végiil belenyu-
godhatunk, hogy a harom és a végtelen kozott szoros a
kapcsolat. A harmadolast bizonyos szabélyok rekurziv
alkalmazasaval agy definidljuk, hogy ismételten eltivo-
litjuk egy halmaz harmadrészét. Az 1880-as évek végén
Cantor ugy definialt egy specidlis harmadolast, hogy
egy egyenes-szakaszbdl rekurziv médon eltivolitotta
akozépsé harmadrészét.

Példaul tekintsiik a szdmegyenesen a [0;1] inter-
vallumot, az els6 lépésben eltavolitjuk az [%; %] in-
tervallumon beluli pontokat. Megjegyezzik, hogy az
eltavolitott rész hatarait nem vessziik ki a halmazbdl,
igy két részhalmazt kapunk: [0; %] és [%; 1]. A mésodik
lépésben mindkét részhalmazbdl elvessziik a kozépsé
harmadot, melyek: [1/9; 2/9] és [7/9; 8/9].

A megmaradé halmaz négy szakaszbdl all:

[0; 1/9],
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[2/9; 3/9] = [2/9;1/3],
[6/9; 7/9] = [2/3; 7/9],
[8/9; 1].

Figyeljik meg, hogy legel6szor a kozépsé harmadot,
most pedig a k6zépsé kilencedet hagytuk el. Folytatva
az eljarast egy 1/27 hosszusagi kozépsé rész eltavoli-
tasa kovetkezik mind a négy szakaszbdl. A igy keletkez6
halmaz most nyolc szakaszbdl all:

[0;1/27], [2/27; 3/27],
[6/27;7/27], [8/27;,9/27],
[18/27;19/27], [20/27;21/27],
[24/27;25/27], [26/27;1].

Akovetkez lépésben nyolc darab 1/81 hosszusigu
rész vennénk ki, stb.

Az eltavolitott szakaszok hosszanak §sszege:
1/3+2/9+4/27+8/81 +...
Ez természetesen egy egyszerd mértani sorozat,

amelynek kezd6tagja %, hdnyadosa %, igy az 6sszeg az
ismert kifejezésbgl:
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1 1
3 1-%3

=1

Ez azt jelenti, hogy ha a végtelenségig folytatnank
az eljarast, akkor az egész kiinduldsi szakaszt el kel-
lene tavolitanunk. Ez azonban ellentmond annak,
hogy a kivett szakaszok hatarol6-pontjai a halmaz
elemei maradtak. Ez az eredmény val6éban ellenkezik

amegérzéseinkkel.

Még érdekesebb, hogy a maradék halmaznak sok
olyan pontja van, amelyek nem végpontok, hanem belsé
pontok, példaul tekintsiik a 3/10 szamot. Mivel

2/9=20/90 < 27/90 =3/10

és

3/10=27/90 < 30/90 = 3/9
vagyis

2/9 < 3/10 < 3/9,

tehat 3/10 a masodik eltavolitds utan a halmazban

maradt. A harmadik lépésben is benne marad, mert
8/27=80/270 < 81/270 = 3/10

és
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3/10=81/270 < 90/270 = 9/27,

vagyis
8/27 < 3/10 < 9/27.

Tehit mindig a halmazban marad, fuggetlentl at-
tol, hogy hany lépést hajtottunk mar végre. Igazin 4sz-
szezavarodunk, hogy az egységszakasz harmadanak
egyszer eltavolitasa ilyen rejtélyes eredményre vezet.
Természetesen ennek az az oka, hogy a kiindulasi halmaz,
az egységnyi hosszisagu szakasz pontjainak szdma végte-
len. Végtelen halmazok esetén a jézan ész elveszni latszik.

A végtelen paradoxonja mdr a régi gorog gondolko-
doéknal felmertilt, nevezetesen Zénén azi.e. 5. szdzad-
ban végezte el hires gondolatkisérletét — Akhilleusz és
a teknésbéka esete — amely évszazadokon &t, és néha
még napjainkban is sokakat megdobbent. Zénén azt 4lli-
totta, hogy Akhilleusz és a tekndsbéka kozotti verseny-
ben - feltéve, hogy a teknés az induldsnal némi el6nyt
kap, mondjuk 100 méteres tavon 10 métert, — Akhilleusz
sohasem fogja utolérni.

Ugy érvelt, hogy mire Akhilleusz eléri azt a pontot,
ahonnan a teknésbéka indult, addigra a teknés mar
haladt valamennyit elére. Amikor Akhilleusz eléri a
teknésbéka 4j pozicidjat, akkor a teknés mar talhaladt
azon, és igy tovabb.
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A dilemma gyokere természetesen az a kérdés, vajon
barmilyen véges mennyiség a végtelenségig felosztha-
té-e egyre kisebb és kisebb részekre, vagy egy id6 utdn
elériink ahhoz a végsé részecskéhez, amely tovabb mar
nem oszthaté.

Ezt az érvet az univerzum egészére is alkalmaztdk.
Egyik oldalon allt a véges univerzum modellje, kézen
fogva a katolikus egyhaz Fold-kézéppontu filozéfigjaval.
A misik oldalon a végtelen univerzum elképzelése, amely
1600-ban Giordano Bruno maglyahaladldhoz vezetett.

Emiatt a tuddsok rejtegették a végtelen vildgegye-
temre vonatkozé nézeteiket. Maga Galilei is, harom
évtizeddel Giordano Bruno haléla utin kompromisz-
szumra kényszeriilt és elismerte, hogy véges elménkkel
képtelenek vagyunk megérteni a szimok végtelenségét
(elrejtve azt a tényt, hogy 6 hitt a végtelen sok szam
létezésében). Még ez a bolcs megfogalmazas sem men-
tette meg 6t a sok éven 4t tart6 hazi érizettdl, és csak a
papahoz fiz6d6 személyes kapcsolata 6vta meg attdl,

hogy Giordano Bruno sorsara jusson.

Azutan majdnem 50 évvel késGbb véget ért a hdboru.
Az egyhaznak nem volt hatalma a német Leibniz munkai
folott, és az angol Newton végtelen kicsi inkrementu-
mai vezettek a mai differencidl- és integralszamitashoz.
Az 1650-es évekre az egyhaz feladta az oszthatatlan-

sagrol szolo tanitdsa védelmezését.
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Nem sokkal ezutan, 1655-ben az angol Wallis be-
vezette a oo szimbélumat, amelyet ma is haszndlunk.
Ugy értelmezte, mint egy olyan gorbét, amelynek sem
kezdete, sem vége nincs, és végtelen sokszor bejarhat-
juk. A specialis jelolés bevezetésével kinyitotta Pandora
szelencéjét. Ha a végtelennek jele van, ez arra utal, hogy
az egy bizonyos szam. Akkor mekkora? Es egy tj habort
kezdédott a végtelen megszamlalasardl.

A végtelen halmazok megszamlalhatésiga 6ridsi
érdeklédés kozéppontjaba kerilt és érvek szilettek
arrdl, hogy a végtelen tényleges értékét lehetetlen
meghatdrozni. Egyesek filozé6fiailag lehetségesnek
tartottdk, de nem kiszamithatd valésagnak. Azonban
Cantor felismerte, hogy a végtelen halmazok elemei
osszeszamolhatok, ha a halmaz elemeihez egyértel-
muen hozzéarendeljik a természetes szamokat. Az ilyen
halmazt megszamlalhaténak nevezte el, és a végtelen
matematikéajit a feje tetejére allitotta, szinte forradal-
mat inditott el.

Cantor a végtelen halmazok megszamlaldsaval ma-
radandét alkotott a szdmelmélet terilletén. Magit a
halmazelméletet Cantor kortarsa, a német Dedekind
fogalmazta meg. A raciondlis szdmegyenest barmely
irraciondlis szdm mentén két részhalmazra bontotta,
manapsag ezt Dedekind-vagisnak nevezziik. Tamogatta
Cantor elgondolasait, amelyeket az akkori matematikus
korok altaldban nem fogadtak szivesen.
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Cantor kortdrsai kozil egyesek nem értettek egyet
az 6 megkozelitésével. Egykori tanara, Kronecker, a §
definialéja olyan hevesen tdmadta Cantor munkdit, hogy
még egyes publikicidit is lehetetlenné tette. Feltételezziik,
hogy csupan szakmai féltékenységbél, — szomor, hogy
a tandr nem o6riilt tanitvinya eredményeinek.

Vagy talan csak nem értette meg. Végtére is §sztone-
ink azt sugjik, hogy sokkal t6bb raciondlis szam létezik,
mint egész szam. Minden, két egymast kovetd egész
szam kozott tobb raciondlis szdm helyezkedik el - ez
nagyon hihetének tiinik. Cantor azonban a végtelen
szamu raciondlis szimot szellemesen egy kétdimenzids

tombbe rendezte el
1/12/13/14/1 ...
1/22/23/24/2 ...
1/32/33/34/3 ...

1/42/43/44/4 ...

Az els6 oszlop minden egynél kisebb tortet tartal-
maz, ahol a nevezé természetes szam, az elsé sor pedig
az 6sszes egész szamot. Majd végigjarjuk az elemeket

el6szor egyet jobbra lépve, utdna 4tlésan lefelé haladunk,
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ezutan lefelé és atlésan felfelé rekurzivan ismételve,

mignem minden tértet érintettink.

Mivel vannak t6bbszor eléforduld tértek, példdul az
atléban csupa egy értéki elem fordul el6, azt javasolta, hogy
ezeket ne vegyiik figyelembe. Az eljaris kézben minden
raciondlis szadmot sorban érintink és kélcsénosen egy-
értelm(i megfelelés keletkezik a természetes szamokkal:

1/1, 2/1, 1/2, 1/3, 3/1, 4/1, 3/2, 2/3, ...,

ahol az ismétl6dé szamokat kihagytuk. Ez a médszer
lehet6vé tette a raciondlis szdmok ,, megszdmlalasit”,
tehét a raciondlis szdmok halmaza megszdmlélhato.

Bevezette az N, jelolést minden olyan halmaz mére-
tére, amely a természetes szdmokkal megszamlalhato.
Ezt nevezik ma a természetes szdmhalmaz rendszama-
nak. Ez tavolrdl sem jelenti azt, hogy minden végtelen

halmaznak ugyanaz a szdmossaga.

Cantor kovetkezé kutatésa az algebrai szamokra ira-
nyult, azokra a szdmokra, amelyek egész egyiitthatds
tobbtagu egyenletek gyokeként keletkeznek.

A raciondlis szdmok e halmaznak egy részhalmazat
képezik. 1874-ben Cantor megmutatta, hogy az algeb-
rai szdmok halmaza is megszamlalhatd, és rendszama

szintén N o
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Majd Cantor figyelme az transzcendens szamok felé
fordult. Transzcendes szdmnak — ahogy egy korabbi
fejezetben definialtuk — azokat nevezziik, amelyek nem
kaphat6k meg egész egyiitthatds tobbtagu egyenletek
gyokeként, és igy az algebrai szamok komplementer
halmazit jelentik. A 1m egy nevezetes példa a transz-
cendens szamokra. Ebbél az kévetkezne, hogy kevés
ilyen szdm van, de ez tavol 4ll az igazsagtdl. Valdjadban
sokkal tobb transzcendens szdm létezik, mint algeb-
rai szdm, habar kevés annyira hires, mint a . Cantor
végil megmutatta, hogy az irracionalis szdmok hal-
maza nem megszamlalhat6, miutan a kévetkezékép-
pen bizonyitotta, hogy a valds szdmok halmaza sem

megszamlalhato.

A természetes szamok és egy egyenes pontjai ko-
z6tt keresett kolcsonosen egyértelmi megfelelést.
Egyszerisitsik le a kérdést arra, hogy csak az egység-
szakaszt vizsgiljuk. Az egységszakasz barmely pontjat
a szakasz elejétél mért tavolsaga hatdrozza meg, tehat
egy végtelen sok szdmjegyet tartalmaz6 tizes szamrend-
szerbeli szam. Tegyiik fel, hogy minden ilyen szamot
fel tudunk sorolni a kovetkez6 alakban:

O0,a,a.a,...

0,bbb

10,05 ...

0,cc,6, -

0,ddd

17273
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Ezt a felsorolast 6sszeparosithatnank a természetes
szadmokkal, és N rendszamu halmazt kapnank. Cantor
azonban ellenpéldat adott. A kovetkez6 logikdval hozott
létre egy tovabbi 4j szamot. Az els6 szamjegy nem lehet
egyenl6 a, —el, a masodik szamjegy kiilonbozik b, ~tél,
és igy tovabb a végtelenségig. Az Gj szdm nyilvinvaléan
nincs a felsorolasban, de feltettik, hogy az 6sszes sza-
mot listaba soroltuk, ezért ellentmondéasba keriiltiink.

Az a feltevés tehat hamis volt, hogy egy szakaszon
elhelyezked4 minden valds szamot sorba rendezhettiink
és megszamlalhatunk a természetes szdmok halmaza-
nak segitségével. Igy ez a halmaz nem megszamlalhaté
és ez a végtelen magasabb rendd, mint a természetes
szamok rendje. A végtelen masodik rendszdma N, a
valds szamok szamossaga. Ez nyilvinval6an barmilyen
hosszti szakaszra alkalmazhaté, nemcsak a korabbiak-
ban bemutatott egységszakaszra.

Kolcsonosen egyértelmii megfeleltetést tudunk létre-
hozni barmely két szakasz kozott. Képzeljiink el egy derék-
sz0g haromszoget, és huiizzunk a vizszintes oldal minden
pontjabdl egy fiiggéleges egyenest az atfogdig. Vilagos,
hogy a befog6 minden pontjanak megfelel egy pont az
atfogén. Azonban az atfogd nyilvanvaléan hosszabb, mint

abefogd, ezért ki kellett hagynunk néhany pontot, ugye?

Nem. Képzeljik el, hogy az atmérébdl kiindulva

huzzuk az egyeneseket, annak minden pontjabdl a
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befogéra. Igy is kélcsonosen egyértelmii megfelelést
kapunk. Vildgos, hogy barmilyen két szakasz kozott
egy-egyértelm(i megfeleltetés létezik. Ezért barmely
véges egyenes szakasz pontjait tartalmazo6 halmaz

rendszdma N,.

Eddig csak a val6s szamok, vagyis a kontinuum egy
véges részhalmazaval foglalkoztunk. Cantor azonban a
végtelen 4ltalanos mértékét igyekezett meghatdrozni,
példaul egy végtelen egyenes, mint a szdmegyenes hosz-
szat. Feltételezte, hogy ennek szdmosséga is N, és élete
hatralévé részét ennek bizonyitasival toltotte, de hidba.

Ez az 4llit4s a Cantor-féle kontinuum-hipotézis.

Mas nézetl gondolkoddk egy 4ltalanositott konti-
nuum-hipotézisrél beszéltek, azt dllitva, hogy a
kontinuum szdmossaga az ettdl kiilénb6z6 N.,.

A kontinuum-hipotézisrél az 1960-as években az
amerikai Cohen bebizonyitotta, hogy nem bizonyithaté.
Néhany olyan bonyolult érvet hasznilt fel, amelyek a
német Godel 1940-es években kialakitott nemteljességi
tételén alapultak.

Akar Cantor N, -16l sz6l6 allitasat fogadjuk el,
akdr azt, hogy létezik egy még nagyobb N, szdmossag,
ugy tinik ezzel lezarult egy folyamat. Jelenlegi tuda-
sunk szerint ez a harom végtelen rendszam elegendé
ahhoz, hogy barmit és mindent megszamlaljunk a

vildgegyetemben.
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Nem tudunk a rejtély mélyére hatolni, hogy miért
csak ez a hdrom alapvetd végtelen rendszdm létezhet,
azonban ismét a hdrmas szdm érdekes megjelenésével
taldljuk szembe magunkat.
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13. fejezet

AHAROMLEVELUEKTOL
A HARMASPONTOKIG

Ebben a fejezetben a harmas szam bioldgiai és fizikai
el6forduldsait vizsgaljuk.

Abiolégidban szamos helyen talalkozunk a hdrmas
szadmmal. Az olyan virdgok és fak szama meglepSen
nagy, melyeknek harom szirma, illetve levele van.

Gondoljunk csak a 16herére (eltekintve a véletleniil
eléfordul6 kézmonddsos négyleveld eseteket), amely a
13.1. dbra baloldalan lathato.

13.1. 4bra Haromleveld l6here és matematikai trifolium

Ha most azt hissziik, hogy ez a természetben csak

véletlen, és nincs valamiféle kapcsolata a matematikaval,
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akkor kétszer is gondoljuk at. Léteznek nagyon vonzé
formdja matematikai fiiggvények, az an. trifoliumok,
amelyek egyszer( implicit kifejezésekbdl kénnyen els-
allithatok. Azért kis talzas, hogy egyszer( kifejezések-
r6l van sz6, de a forma szépsége és a természettel vald
egyezése a 13.1. dbra jobboldaldn biztosan észrevehetd.

Tovébb4, a természetben jelenlévé dolgokat harom
osztalyba sorolhatjuk: 4svanyok, névények és 4lla-
tok. Az is igen érdekes, hogy az él6lények harom ko-
z6s szimmetria-elve a gombi, a sugaras és a kétoldali
szimmetria.

Kétoldali szimmetria figyelhet6 meg a lepkéknél,
a testiiket elvagé sikra szimmetrikusak. Mi, emberek
nagyjabdl a kétoldali szimmetrikus szervezetek kozé
tartozunk, ahogy a legtobb allat is. A sugaras szim-
metria azt jelenti, hogy a szimmetriatengely a test
kozéppontjan halad at. Példaként a kiilénb6z6 tengeri
lényeket emlithetjuk, mint a medaza. Végil a gombi
szimmetria esetén a test a kozéppontjara szimmetri-
kus. Ilyen szimmetridval rendelkeznek a gomb alaka

organizmusok, mint az egysejttek.

A legérdekesebb bioldgiai tény a fizikabdl ismert,
tobb szinbdl 6sszetett optikai fehér fényhez kapcsold-
dik. Harom 6sszetevé szin a vords, a zold és a kék.

E hdrom szin biolégiai kévetkezménye az emberi
latas haromszintisége, amely ugy nyilvanul meg, hogy
szemiinkben a litdsi receptorok harom kiilé6nb6z6
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hulldmhosszat nyelnek el. A13.2. dbran lathat6 sze-
miink haromféle receptoranak abszorpcidja.

08 |

06 F

04}

02 F

400 450 500 550 600 650 700

0.0

13.2. dbra Az emberi latis abszorpcidja

Ahosszabb hatékéri (L) receptorok az 580 nanomé-
ter korali hulldimhosszokra érzékenyek. Ez 10° méter,
amilliméter ezredrészének ezredrésze, valéban nagyon
kicsi egység. A kozepes hatokort (M) receptorok legin-
kabb az 535-545 nanométer korzetében, alegrévidebb
(S) receptorok a 440 nanométeres érték koriili tarto-
manyban érzékenyek. Ez a harom receptor érzékeli
voros, a zold és a kék fényt.

A tobbi szin agyunk festékpalettdjin keletkezik.
Sargat érzékelink, ha mind a hosszu (vorés), mind a
ko6zéps6 (zold) sdvban érzékeny receptorokat egyszerre

ér bizonyos mértékd inger. A tobbi kevert szint akkor
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érzékeljik, ha a kiillonb6z6 receptorok érzékenységi
profilja atfedi egymast.

Latasunk és az optika csodalatos péarositdsa teszi
lehetévé, hogy a harom alapszin keverésével a teljes
spektrumot érzékeljiik. Erdekes médon csak az ember
és néhany f6emlés rendelkezik ezzel a képességgel:
az allatok birodalmara nem terjed ki. Ez vildgosan
jelzi evolucids eredetét: akkor fejl6dott ki, miutan az
ember és a f6emlésok leviltak a szarmazasfa £6 4ga-
r6l. A harom 6sszetevé kialakuldsa csak a természet
valésdghoz ragaszkodasabdl szilethetett, vagyis a
biolégia alkalmazkodott az optikdhoz — minden-

esetre érdekes.

Ahérmas szam a mechanikatoél a folyadékokig a fizika
szamos tertletén feltlinen megjelenik. A klasszikus
mechanikdban szamos trichotémiat talalunk.

Sok jelenséget leir6 természeti térvényben harom
alapvet6 mennyiség szerepel: Newton masodik tor-
vénye a legfeltinébb példa erre. A j6l ismert képlet
erd = tomeg - gyorsulas, azaz

F=m-a.
Ez a mindennapi fizika egyik hasznos térvénye, a
mozg6 testek dinamikéja, akar emberi er6rél, akdr au-

torol, vagy repill6géprél van szé. A térvényt haromszog

alaku (!) forméban is felirhatjuk
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F

m-a

amely lehet6vé teszi, hogy barmelyik mennyiséget
koénnyen kiszamitsuk: ha a keresett adatot letakarjuk,
és a masik kett kozotti sszefiiggést vesszik figye-
lembe. Péld4ul, ha a tomeget takarjukle,

F

a

az eredmény, amely azt jelenti, hogy az er6t elosztva a
gyorsuldssal megkapjuk a targy témegét. Hasonléképpen
szamithat6 ki a gyorsulds, ha azt takarjukle.

Ha az erét takarjuk el, természetesen az eredeti

torvényt kapjuk eredményul.

Eletiinkben a torvény leglényegesebb megnyilvanu-

lasa a sulyunk, ami
G=m-g

ahol g a gravitacids gyorsulas. E torvény miatt ugyan-
annak a személynek kevesebb a stlya a Holdon, mint
itt a Foldon. A gravitacids gyorsulas a kisebb témegii
Holdon kisebb, a mi témegiink nem valtozik meg attdl,
hogy odautazunk.

Erdekes médon ez csak egy a harom (!) mozgasra
vonatkozé Newton-tdrvény koziil, valéjaban ez a ma-

sodik. Az elsé térvény azt mondja ki, hogy az egyenletes
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mozgasban 1évé test megtartja egyenletes mozgasat
mindaddig, amig egy kiils6 er6 nem hat ra. A harmadik
torvény a jolismert ,minden akciéra kovetkezik egy re-
akcid”, eredetileg a fizikai er6kre vonatkozott, ma mar
azonban mindennapos kifejezéssé vilt.

Ha a fenti toérvényben megfigyeljitk a tomeget, ott
is hdrom mennyiség 6sszefiiggését kapjuk: tomeg =
siriség - térfogat

m=p-V.

Vildgos, hogy egy kis stirtiségii anyag (mint példaul
egy giz) nagy térfogata hoz létre egy bizonyos témeget.
Megforditva, egy nagy siriséggel rendelkez6 anyag
(példaul fém) ugyanezt a tomeget sokkal kisebb térfo-
gatban éri el. A haromszog alaku elrendezés

_m.

q-V
ebben az esetben is mtikédik. Végiil a Newton-
torvénnyel sszefiiggé harmadik mennyiség-harmas

a gyorsulassal kapcsolatos. A v sebességet a test egy ¢
id6 alatt végbemend gyorsulassal éri el

vagy a mar ismerds haromszog alakban:
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Akeresett id6t, — ami alatt a sebességet eléri — meg-
kapjuk, ha letakarjuk t —t, az eredmény v/a, az 6sszefiig-
gés masik két elemét is hasonléképpen szamithatjuk ki.

Osszefoglalva, Newton harom térvénye kéziil a
masodik egy harom mennyiség kozétti haromszoglet
Osszefuggésre vezetett, és ugyanigy e mennyiségek
mindegyike egy triadbdl épul fel. A mi newtoni mecha-
nikai vilagunk egy csodélatos, harmasokbdl felépitett
fa-szerkezet.

Kilépve a newtoni mechanikabdl a Naprendszerbe
mas, érdekes trichotémidkat figyelhetiink meg. Amiéta
megismertik a Naprendszert, azt is tudtuk, hogy a har-
madik bolygén éliink. Néhdny vélemény szerint ez az oka
aharmas szdm kittintetett szerepének a mindennapi élet-
ben. De miutan az el6z6 fejezetekben olvastunk a hdrmas

matematikai szerepeirél, tudjuk, hogy t6bbrél van sz6.

Abolygdk mozgasat is harom térvény irja le, melye-
ket Kepler, az osztrak kozépiskolai tanarbdl lett csilla-
gasz fogalmazott meg el§szor matematikai formaban
az 1600-as évek elején. Tycho Brahe dan csillagésszal
dolgozott egytitt, akinek az 1500-as évek masodik fe-
lében végrehajtott aprolékos megfigyelései képezték a
Kepler-torvények alapjit. Ezek a kovetkezgk:
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A bolygok palyéja ellipszis, melynek egyik fékusz-
pontjaban taldlhaté a Nap.

Abolygét és a Napot 6sszekots egyenes egyenl id6-
intervallumonként egyenl teriileteket strol.

Abolygé Nap korili keringési ideje egyenesen ara-
nyos a palya-ellipszis fél-fétengely négyzetgyokének
harmadik (!) hatvanyéval.

13.3. dbra Kepler térvényei a bolygék mozgasarol

A13.3. dbra bemutatja a térvényeket, a Nap kériil ke-
ring bolygd ellipszis palydjanak egyik fékuszpontjaban
(f) taldlhat6 a Nap, ahogy az els6 t6rvény allitja. Amikor
abolyg6 a Naphoz legk6zelebb halad, ezt perihéliumnak
nevezziik. A legtdvolabbi pont az aphélium. A satirozott
tertiletek egyenldk, a masodik térvénynek megfelelGen.
Végiil a bolygé keringési ideje a fél a, tavolsag négyzet-

gyokének harmadik hatvanyéaval aranyos.
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Egy masik bolyg6, — melynek mds a keringési ellip-
szis tengelye, de egy kozos fokuszpont van (az f,-en
athaladoé ferde pontozott vonal) — az 4dbran lithaté
ellipszis-részen haladva keresztezheti az elsé bolygé
palyajat. Néhdny bolygérendszerben ez nem szokatlan,
de alegtobb esetben nem ugyanaz az ellipszisek sikja,
ezért nem léphet fel katasztrofalis itkozés.

Egy ldbjegyzet utal arra, hogy el6szér Kepler gon-
dolkodott a napjainkban elterjedd intelligens tervezés
filozéfigjarol. Meggy6zdése szerint Isten egy intelligens
tervnek megfelelGen alkotta meg az univerzumot, és
ez a terv tanulmanyozassal, és gondolkodéssal az em-

berek szdmdra is megismerhetd.

Mas fizikai szaktertileteken is alkalmazzak a Newton-
féle harom elemet tartalmazé térvényeket. Példaul az
elektromos dramkorokben a fesziiltség (U), az dramerds-

ség (I) és az ellendllas (R) kapcsolata Ohm-toérvényében:
U=I-R.

Egyéb fizikai térvények esetén, példaul a folyadé-
kok mechanikajdban més analégia 1ép fel. Eletiinkben
aharom jelentétének egyik leglényegesebb mozzanata
a folyadékoknal jelenik meg.

A minket koriilvevé legtobb szervetlen anyag harom-

féle halmazallapotban fordul elé: folyékony, szilard és

gaz. Ahirom kalonb6z6 halmazéllapot létezése néha
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meglepd, mert bizonyos anyagok esetén hozzaszok-
tunk, hogy egyféle allapot tartozik hozza. Az iltalunk
hasznalt fémek altalaban szildrdak, és nem gondolunk
folyékony fémekre, habar kiilénésen a feldolgozas so-
ran, az olvasztokban folyékonyak. Még hangsulyosabb
az eltérés, ha gdzz4a alakulnak.

Az életet fenntarté oxigén gizra ritkan gondolunk
folyékony allapotban, pedig az trbe kildott rakétak
hajtémiivében folyékony az oxigén.

fatm |--—-—--

Jég
(szilard)

Vizgéz (gaz)
0.006 atm |- ———————— °

I
‘;
0.01°C 100°C
13.4. dbra A viz harmaspontja

Specidlis hémérséklet- és nyomdstartoméanyban az
anyagok halmazéllapotat mutatja a 13.4. abra; a vizszin-
tes tengelyen a h6mérséklet, a fiiggbleges tengelyen a
nyomds lathatd. Az abran életiink alapvet6 folyadéka-
nak, a viznek kiilénboz6 halmazallapotai jelennek meg,

a szildrd jég és a gaz halmazallapotu vizg6z.

155



Létezik egy specialis harmas metszéspont a viz
esetében, ahol mindharom halmazéllapot el6fordul.
Ez egy kényes egyensulyi pont 0,01 Celsius fok hé-
mérséklet és kozelitéleg 0,006 atmoszféra nyomadson,
nem éppen mindennapi koérilmények kozott. Tavol
van életiink megszokott feltételeitsl, az 1 atmoszféra
nyomastol, és a 100 fok alatti, kellemes 20 Celsius fok
korali hémérséklettdl.

Aharmaspont kériil a viz képes olyan halmazéllapot-

valtoztatdsra, amikor a kozbiils fazist atugorja.

Péld4ul, a harmaspont alatti nyomads esetén a viz
szildrdbdl gaz allapotiva valtozik, azaz ha a jeget mele-
gitjiik, olvadas nélkiil g6z keletkezhet. Ez a szublimacio,
mig az ellentétes folyamatot, amikor gazbdl kozvetleniil
szildrd lesz, depoziciénak nevezzik. A viz esetében ez

utébbi a jol ismert jégvirdg-képzbdés jelensége.

Meglepd, hogy ezen a fizikai teriileten is taldlkozunk
aharmas szammal. Azonban elképzelhetd, hogy létez-
nek mas vilagok, ahol a megjelend él6lények a mienkt6l
kilénbozé fizikdhoz alkalmazkodnak. Képzeljink csak
el egy vilagot, ahol nagyon alacsony a légkéri nyomas,
és alakok joval a harmaspont alatti régiéban élnek. Ok
sohasem taldlkoznanak a viz folyékony alakjaval, egy

jég- és gazvilagban élnének.
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14. fejezet

MINDENNAPI TRICHOTOMIAK

Elérhetetlennek tiinik, hogy a harmas szam fizikai
életiinkben betoltott minden alapvetd szerepét meg-
értsik, de hogy ilyen sokszor szerepel, annak oka ép-
pen az, hogy a hdrmas szdm mindennapi életiinkben
kiemelked? jelentéségi.

Akéznapi életben sokszor talalkozunk a hdrmas szam-
mal, kezdve a babonaktdl az irodalomig, a sportban, a
népmiivészetben, az oktatdsban, a kormanyzati rendszer-
ben. Eletiinkben annyi a trichotémia, hogy visszariadunk.

Nézziik a babondkat. Gyakran mondjuk, hogy ,harom
a magyar igazsdg”. Mdaskor melankolikus érzelmeket
tikroz, mint az a kifejezés, hogy ,hdromszor nyoszo-
lydlany, de egyszer sem menyasszony”. Harmadszor,
néha komor hangulatd, mint a ,harmadszor is elbu-
kott”. Szamos alkalommal a , reggel, délben, este” id6-
trichotémia megfelel az emberi élet harom korszaka-

nak: a gyermek-, felnétt- és idéskornak.

Irodalmi utaldsokban is bévelkediink; gondoljunk

Dumas Harom testérére, vagy Csehov Harom névérére.
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Szamos dzsiai kultara irodalméban szerepel a hirom
majom: az egyik nem hall, a masik nem lit, a harma-

dik nem beszél.

A sport teriilete, killonésen az amerikai nemzeti
sport, a baseball hemzseg a trichotémiaktsl. Harom
bazis, harom kiiités, harom kiesés kezdetnek. Harom
kiils6 véd6 van, és a hazafutdst kivéve az egyik legki-
vanatosabb iités is a tripla.

A csapat teljesitményét is harom dologgal mérik:
futds, ités és hiba. Az titési és védekezési szazalékokat
harom tizedesig szamitjak, és a dobdjatékosok futdsi

atlageredménye is haromjegy.

Sok nemzetkoézi sporteseményen, olimpian és k-
l6nboz6 sportagak vilagversenyein haromféle: arany-,
ezuist- és bronzéremmel dijazzak a gy6zteseket. Al6-
versenyen is haromféle fogadas létezik: helyre, tétre,
befutdra; és nem hagyhatjuk ki a legdhitottabb léver-
seny-dijat: a Tripla Koronat.

A legtobb sportagban két csapat versenyében ha-
romféle eredmény lehetséges: gy6zelem, vereség vagy
dontetlen. Minden labda- jatékban, ha egy jatékos ha-

romszor eredményes, mesterhdrmast ér el.

Alegtobb sportagban, kezdve a pingpongtél a rop-
labdaig harom szett és jaték kozil a legjobb donti el,
hogy ki a gy6ztes. Az iron-men versenyeken haromféle

sportagban kiizdenek meg: Uszas, futas és kerékpar.
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Az amerikai futballban hidrom (plusz egy) letevés 1¢é-
tezik, s6t a krikettben is harom krikett-kapufa van a
palya mindkét oldalan. Végul a boksz-ringben harom
kotél van, és a hires haromporondos cirkusz zérja ezt

ahatdsos, de korantsem teljes felsorolast.

Hajlamosak vagyunk arra, hogy harombetis ro-
viditéseket alkossunk az élet minden teriiletén, az
egyetemektdl kezdve, mint a BME, az egyestleteken
at, mint példaul MTK, FTC, vagy UTE, egészen a hires
emberekig, példaul JFK. Azutan harom betiibdl allé
bettiszavakat hasznalunk szervezetek (MTA, MTI) és
TV allomasok (CNN, RTL). Az altalanos iskoldban is az
abécét tanuljuk, és nem az ABCD-t.

A szolasok kozott is szamos csodélatosan kifejez6
harmast taladlunk. Gondoljunk csak a ,horog, zsinér,
nehezék”, a , kovér, buta és boldog”, a ,vér, veriték, kony-
nyek”, az ,alairva, pecsételve, kézbesitve”, vagy a ,zavar,
tus, puskacsé” kifejezésekre. A felsoroldst folytathatjuk:
mindnydjunknak van ,mit tenni, hova menni és kivel ta-
lalkozni”. Azutan gyakran mondjuk, hogy ,valamilyen
modon, alakban vagy forméban”, ,megy, megy, mende-
gél”, ,vigyazz, kész, rajt” és ,mondj hdrom okot, hogy

miért...”. Alista meglepSen hosszu és elgondolkodtaté.
Ha vicceket mesélunk, gyakran hiarom szerepl§ ti-

nik fel. Altaldnosan ismertek az angol, ir, skét, vagy

alelkész, pap, rabbi viccek. Es ne feledjiik a széke, barna
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és fekete nérdl szolotréfakat, vagy az orvos, ugyvéd,
mérnok-vicceket.

Naponta haromszor étkeziink, dltaldban hirom
fogast eszink, harom tianyéron. Rendszerint harom
evBeszkozt hasznalunk: kanalat, villat és kést. Az egyik
legnépszer(ibb szendvics a klub-szendvics haromréteg(.
A masik kedvenc a BLT szendvics tiikr6zi a hdrombettis
roviditések irdnti vonzalmunkat: a hirom 6sszetevé
kezd@ébettijébél 4l (Bacon — szalonna, Lettuce — salata,
Tomato — paradicsom). A steaket is ehetjiik véresen, ko-
zepesen vagy jol atsiitve; és végul kavé, tea, vagy desz-
szertital zarja le a vacsorat. Hirmasok b6ven akadnak

a konyhaban.

Jatszhatunk Tic-Tac-Doe jatékot (harom sz6, és mind-
harom harom betis), melyben a nyeré harom szimbélu-
mot ér el egy sorban, vagy oszlopban. A kartyajatékok-
ban is harom figura szerepel (Bubi, Dama, Kirily), ezt

egyesek a fig, anya, apa manifesztacidjanak tekintik.

Ha kilépunk otthonrél, mindenutt hiarmasokba
utkozunk. A kocsi induldskor tiresben van, a gardzsbél
elére, vagy hatrafelé tudunk kidllni, az utca-sarkon a
forgalmi jelzélampan harom szin jelenik meg: piros,
sarga és zold. Haromséavos autdpalyan utazhatunk és
menet kozben 4ltalaban a legk6zelebbi harom kijaratot
tuntetik fel. A nyilvanos telefonoknal 6tcentes, tizcen-

tes és negyeddolldros hasznalhaté.
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Az oktatasi rendszer haromszint: alap-, kozép- és
felséfoka. Az altalanos iskolaban harom dolgot tanitanak:
yolvasni, irni és szamolni”. Magasabb oktatdsi szinten
harom fokozat létezik: Bachelor, Master, Doctor.

A kilénbozé fokozatok is haromféle diplomat ad-
hatnak: cum laude, magna cum laude és summa cum
laude. A felséfoku oktatdsi intézményekben a tanarok
is hdrom lépcsot érhetnek el: adjunktus, docens és egye-
temi tanar. Giny rejlik a kévetkez harmas monddsban:
»aki ért hozz4, csindlja; aki nem ért hozz4, tanitja; aki

tanitani sem tud, a tandrokat tanitja”.

Azutdn harom idében: mult, jelen és jov6 id6ben be-
szélunk. Hirom személyt kiilonboztetiink meg a rago-
zasban. A harmadik személy is lehet himnem, nénem,
semleges nem. Hirom mondattipus van attél figgden,
hogy kijelentd, kérd6 vagy felszélité médban beszélink,
pontot, kérdgjelet vagy felkidltéjelet irunk. A mellék-
névfokozas is hdromféle lehet, alap-, kozép- és fels6fok:

j6, jobb, legjobb, vagy rossz, rosszabb, legrosszabb.

Valésziniileg az elsé fejezetben mar emlitett rémai
triumvirdtus 6roksége, hogy az amerikai demokratikus
politikai rendszer harom részbél all: végrehajto, tor-
vényhozé és bir6i testiletbdl. A hdrom rész a kiegyen-
sulyozott hatalom bizonyos szimmetriajat jelenti. Egy
ember konnyen a hatalom kisértésébe eshet, és zsar-
nokka valhat. Ha két ember gyakorolja a hatalmat, patt-
helyzet alakulhat ki, olyan megoldhatatlan konfliktus,
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amely csak az egyik ember elmozditdsaval oldhaté fel,
igy a rendszer potencidlis zsarnoksdgot rejt magaban.
Hérom tag esetén azonban a tobbség mindig létrehozza
az egyensulyt, és biztositja a tobbség elényét. A két-
ezer évvel ezeltti leleményes rendszernek ma is van
gyakorlati jelentésége.

Egy djabb trichotémia az élethez, a szabadsaghoz
és aboldogulashoz valé jog az Alkotmdanyban szerepel,
a kormadny ,a népbdl, a nép altal és a népért” van, bar

néhdnyan vitatjik ezt.

A katonai er6k is harom £6 4gra oszthatok: gyalog-
sag, tengerészet és légierd.

A tisztek is harom rangot, azon beliil hdrom fokoza-
tot érhetnek el. A tiszti fokozatok: alhadnagy, hadnagy,
f6hadnagy; a f6tiszti fokozatok: szdzados, 6rnagy, al-
ezredes; a tdbornoki fokozatok: ezredes, vezérérnagy,
altdbornagy.

Ezek a trichotémidk nem azon alapulnak, hogy ezek
a funkcidk velejaréan harom részbél dllnak, hanem in-
kébb koszonhetdk kiilonés vonzédasunknak a harmas
szamhoz. Alkalmazasuk a szimmetria és egyensuly, vagy
a hdrmas szam nyujtotta kotelékoldo lehetdségnek is
koszonhets. Mindenesetre tudott, hogy a hdrmas szam
tobb ezer évig jelentds szerepet toltott be az emberi
torténelemben, és fizikai életink lényeges velejaréja,

ezért mara elterjedt a mindennapi életben.
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15. fejezet

HAROM AZELET

Teljesen vilagos, hogy a harom alapvet6 szam volt az
emberi szdmlalas kezdetén, a tobbszorosség egyfajta
kapuja. Sok 6si szamrendszerben az egy, ketté és ha-
rom leirdsara kozos jeleket hasznaltak. Majd a harom
utdn 4j szimbdlum, vagy elrendezés jott. Azonban ez
lehet, hogy csak az emberi tanulasi folyamat megtes-
tesitésének tekinthetd.

Tagadhatatlan a geometridban a haromszog, mint
alapvet6 épit6ké jelentésége. A hdromszdgben - egysze-
risége ellenére — nagyon erételjes képességek rejlenek.

Ahdaromszog alaku szerkezetek mechanikai elényiik
miatt a mérnoki munka minden teriiletén elterjedtek.
Sok hid szerkezete haromszog alaku vazakbdl épiil
fel. S6t, a magasépitési derékszogi szerkezeteknél is
haromszog alakt sarokmerevitést alkalmaznak, hogy
az 6sszecsuklast megel6zzék. Egy haromszog alaka
szerkezet sohasem csuklik 6ssze. Nincs még egy olyan
szerkezeti egység, amely helyettesithetné. Ez egy olyan
erds tulajdonsdg, mely a hdromszoget 6rokre életiink

alapvetd részévé teszi.
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Azutén elérkeziink a geometriat az algebraval 6ssze-
koté trigonometridhoz. A trigonometriai szamitasok
tavol esnek a tényleges geometriai problémaktol.

Mondhatjuk, hogy a trigonometriai fuggvények az
algebraban olyan alapvet6 épitéké-szerepet jatszanak,
mint a val6sidgos haromszogek a geometridban.

A fizikai élet sok folyamatét periodikus figgvények
irjak le, melyek vagy trigonometriai 6sszetevékbgl
épilnek fel, vagy jol megkozelitheték trigonometriai

fuggvényekkel.

A fizikai vildgegyetem, legalabbis a mi léptékiink
szerint haromdimenzids. A legtobb fizikai jelenséget
a haromdimenziés koordinata-rendszerben egyszert
matematikai eszkozokkel leirhatjuk. A matematikai
eszk6zok egyszeriisége majdnem mindig arra utal,
hogy optimaélisan, és valdszintleg helyesen értelmez-
tik a jelenséget. Eltekintve a relativisztikus rendszer
negyedik dimenzidjitol, az id6tél, vagy a hipotetikus

har-dimenziéktdl, harom dimenziéban éliink.

A polinomok esetében a harmadik hatvany a har-
madfoku spline hatékony kiszamitasi médszeréhez
vezetett. Az 6kori és a modern mérnéki munkaban,
valamint az ergonémidban is alkalmaztak. Az ergo-
némiai alkalmazasok kozul kiemelhetd, hogy segit-
ségével életiink legfontosabb fizikai megjelenését, a
testiinket irhatjuk le.
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Megillapitottuk, hogy nagyon elényés harom 1é-
pésben elvégezni, vagy hdrom 6sszetevére bontani va-
lamit. A métrixok tridiagonalis alakja igen latvanyos.
Erdekes elmélyedni abban, hogy mindéssze harom
atl6 megtartja a matrix 6sszes jellemzdéjét, és hogy
potencialisan végtelen szdmu miivelet szitkséges, ha
haromnal kevesebb atléra térekszink. Ez utébbi tény
olyan homadlyos teriiletre vezet, amely filozéfiai, fizikai
és matematikai értelemben életiink legkevésbé meg-
értett része: a harmas szam, mint a végtelenbe vezetd
ut kapuyja és kapusa.
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UTOSZO

Aharmas szam régészeti és torténelmi vonatkozasaitol
eljutottunk a fizikai vildgban és mindennapi életiinkben
torténd alkalmazasokig, ezzel igazolva a kényv ambici-
6zus cimadasat. Tekintélyes matematikai teriileteket
jartunk be utunk soran.

A hirmas szam még szamos jelentds matematikai
teriileten fordul el6: olyan természeti térvényekben,
amelyek életiink mechanikai jelenségeit irjak le, a har-
mas killonb6zé médon kap szerepet. Ezek targyalasat
azonban a kivint matematikai szint korldtozta.

Meglehet6sen merész feltételezés lenne, hogy meg-
értettitk azokat az okokat, amiért a hdrmas szamnak
egyedulalld a szerepe. Csak remélni tudjuk, hogy ravi-
lagitottunk, mennyire titokzatos és magikus ez a szam,
mi a gyakorlati jelentésége, vagy, hogy soromp6-termé-
szete milyen hihetetlen, és az olvasé képzeletét rabul
ejtve tovabbgondoldsra §sztonoztink.
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Bér a hdrmas szam megjelenései kozott 16vo dsszefiig-
géseket nehezen lehet egységbe foglalni, remélhetéleg
ajovében vildgosabba vilnak, ahogy kezdetleges isme-
reteink is az univerzumrol. Végsé soron az idé is harom

kilonall6 szakaszra oszthaté: malt, jelen és jovo.
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A Szerzo

Dr. Komzsik Lajos, a Budapesti MUszaki
Egyetemen végzett, majd az 1970-es
években a Magyar Hajo- és Darugyarban
mérnokként dolgozott. Harminc éve
Amerikaban él, ahol mérnoki-matemati-
kai tudasat az ipar szolgalataba allitotta.
Szamos nemzetkozileg elismert angol

nyelven irt matematikai és mérnoki tar-
gyu konyv szerzéje, melyek kdzil néhany
idegen nyelven (kinaiul, japanul és magyarul) is megjelent.
Ez a konyv tikrozi a szerzé meggy6z&dését, mely szerint
annak, hogy szamtalanszor fordul el6 életlinkben a har-
mas szam, mélyebb oka van, melyet még nem teljesen
értlnk.



